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RECHERCHES 


DERIVEES SUCCESSIVES DES FONCTIONS ANALYTIQUES 


GÉNÉRALISATION DE LA SÉRIE D'ABEL 


Par M. W. GONTCHAROFF 


INTRODUCTION. 


Le but que je me suis proposé en entreprenant le présent travail est 
de contribuer à l’étude de la famille des dérivées successives d’une 
fonction analytique. On ne saurait dire que le sujet soit nouveau. Par 
l'usage continuel des séries de Taylor, on est familiarisé avec les rap- 
ports qui existent entre la nature analytique d’une fonction et la suite 
des valeurs que les dérivées successives prennent en un point donné et 
qui permettent de former ce qu'on appelle « élément » d'une fonction : 
c’est le nom de M. Hadamard qui domine les recherches si profondes 
et poussées si loin qu’on a faites dans cet ordre d'idées. Or, la manière 
dont les dérivées successives se comportent dans un domaine parait 
avoir été peu étudiée jusqu'ici. I est vrai que nombre d'auteurs ont 
été conduits à s'occuper des propriétés des dérivées d'une fonction 
réelle indéfiniment dérivable sur un segment fini. I suffit de nommer 
M. T. Carleman qui, par sa théorie des fonctions quasi analytiques, a 
rattaché la possibilité du prolongement à la croissance des maxima 
absolus des dérivées successives; M. S. Bernstein à qui lon doit ce 
fait fondamental qu'une fonction absolument (ou régulièrement) 
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monotone sur un segment y est nécessairement analytique ('), ainsi 
que les développements récents relatifs au même sujet où intervient la 
loi de succession des signes des dérivées (*) : je puis encore citer une 
petite Note de M. Hadamard (*), où l’on trouve des inégalités que 
vérifient les maxima absolus de trois dérivées. Cependant l'étude 
directe et explicite de la famille des dérivées successives est à peine 
commencée. Les résultats inattendus, remarquables par leur simpli- 
cité et leur élégance, que M. G. Pôlya a obtenus dans un travail con- 
sacré à l'ensemble des zéros de toutes les dérivées successives (*), 
nous laissent pressentir qu’il y a beaucoup de recherches intéres- 
santes à entreprendre en s’engageant dans cette voie. 

Dans le Chapitre I de mon travail, j'introduis des séries qu'on 
pourrait nommer séries d’Abel généralisées et que j'appelle tout court 
séries (È). Elles paraissent être aussi bien appropriées à l’étude de la 
famille des dérivées dans un domaine que le sont les séries de Taylor, 
lorsqu'il s'agit des valeurs que les dérivées prennent en un point 
donné. Une série (£) associée à la suite de points 


à: dpsed en Lan RCE, 


et correspondant à une fonction /(æ), procède suivant les polynomes 


PURE for [ de" > gi. [ dr" 


Yor ‘ . 
y Rat vay 


el possède des coefficients respectivement égaux a /"(x,). Une série 
d’Abel proprement dite est caractérisée par ce fait que les affixes des 
points X, forment une progression arithmétique : de telles séries ont 
été étudiées d’une manière détaillée par Halphen (*). Une inégalité 
fondamentale 


I 
|p -\! : «| 7, owt ne 1 ‘ 
Pate yis Sie ol + jae—ai[+...+ ins Bilin 


(1) Sur les propriétés réelles des fonctions analytiques (Math. Ann. 1914). 

(2?) Sur les fonctions absolument monotones (Acta math., t. 32); Sur quelques 
propriétés des fonctions régulièrement monotones (Communications de la Soc. 
math. de Kharkof}. 4° série, t. 2). 

1*) C. R. des Séances de la Soc. math. de France, 1914. 

\') Ueber die Nullstellen der successiven Derivierten (Math. Zeitschrift, t. 12, 
1922). 

(9) Sur une série d'Abel( Œuvres. t. 2). 
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permet d'aborder la question de convergence des séries (2). En 
m’appuyant là-dessus, j’établis les conditions pour que toute fonction 
d’une classe considérée soit développable en une série (2). Je passe 
en revue les fonctions holomorphes dans un cercle de rayon fini 
(Chap. II), les fonctions entiéres d’ordre fini non nul (Chap. HD et les 
fonctions entières d’ordre nul ou infini (Chap. IV), au moins sous la 
restriction que.le module maximum de la fonction considérée, pour 
|x| croissant indéfiniment, soit comparable a 


ek loge ir (RE 04 1) 


\ 


ou à 
eee (th >o.¢>0). 
Si, par exemple, une fonction f(a) est supposée analytique au 
point x= X, il suffit que les points x, convergent vers X et que la 


série 
= 
D | Ey — En 


soit convergente. Si f(x) est une fonction entière d'ordre ¢ (fini et 
non nul) et de degré A (*), il suffit que l’on ait 


n—1 1 


i} 
Free | ' re ae 
(oA)? hm — > Py Vu OS (The J og 
UE = 
ni V=0 


où w est la racine positive de l’équation 


GP CO VST. 


Il en résulte des conséquences importantes qui concernent la dis- 
tribution des zeros des dérivées successives ou, si l’on veut, la déter- 
mination des fonctions par les valeurs des dérivées en une suite de 
points (généralisation de la propriété classique des séries de puis- 
sances). Citons deux propositions particulières : x, étant un zéro de la 
ne dérivée, si la série Ÿ]x, — x,,,| est convergente, la fonction 
admet le point X = lima, comme point singulier essentiel; si tous les 
points æ,(n = 0, I, 2,...) sont contenus dans un domaine fini, la 


(1) Voir les définitions de la page »4. 
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fonction ne saurait être entière d’ordre inférieur a.un, ou d’ordre un 
et de degré zéro. 

La méthode employée permet aussi d'aborder l'étude des fonctions 
non analytiques indéfiniment dérivables sur un segment, et l'on 
obtient une relation entre la croissance des maxima absolus des déri- 
vées successives et la densité des zéros ( Chap. V). 

On trouve, dans le Chapitre VI, une discussion d'un problème 
d’interpolation relié d’une manière évidente aux séries (2) et caracté- 
risé par les équations 


FM ETS ETES CI ON Bannon a 


. 


où les C, sont des constantes, et la fonction f(x) est assujettie à faire 
partie d’une classe donnée. Dans des conditions assez larges, je cons- 
truis une solution et je prouve qu'elle est unique. 

Le Chapitre VII est consacré à quelques extensions des résultats 
précédents : il s’agit de borner inférieurement les minima absolus des 
dérivées successives sur une suite de cercles concentriques, la crois- 
sance de la fonction elle-même étant supposée connue. Je passe ensuite 
à une limitation d’en haut pour la variation du logarithme du module 
d'une suite partielle de dérivées successives. Les résultats acquis 
comme suite d’un calcul assez délicat paraissent ne pas atteindre le 
degré de précision qu’on pourrait attendre. Inversement, en imposant 
une limitation d'en haut pour les variations du logarithme du module 
de toutes les dérivées successives, je cherche à préciser la nature ana- 
lytique de la fonction considérée. Cette dernière recherche, basée sur 
une inégalité de MM. E. Landau et O. Toeplitz, est élémentaire et 
conduit à des résultats plus satisfaisants. Dans le Chapitre VIII, je me 
demande si les propositions relatives à la suite des variations du loga- 
rithme du module sont susceptibles d’être transportées dans le 
domaine réel : en se servant, une fois de plus, des développements én 
séries (2), on parvient à un théorème précisant, en quelque sorte, les 
résultats de M. Bernstein sur les fonctions régulièrement mono- 
tones. 

Une certaine partie des résultats de ce travail ont été publiés dans 
les Comptes rendus de U Académie des Sciences de Parts (Sur les suites de 
zéros des dérivées successives, le > mai 1928). Une autre note (Sur la 
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détermination des fonctions par les séros de leurs dérivées, le 27 dé- 
cembre 1927 ('), parait ne pas être étrangère au sujet traité ici. 


En terminant cette introduction, il me reste à exprimer ma recon- 
naissance très vive et sincère : 


A l'International Education Board (actuellement Rockefeller Foun- 
dation), dont le soutien généreux me permit de réaliser mon séjour à 
Paris, où ce travail fut concu et commencé; 

A M. Paul Montel sous la direction de qui je puis me féliciter d’avoir 
travaillé, et dont les conseils et les encouragements m'ont été si 
précieux ; | 

A mon cher maitre M. Serge Bernstein a qui je dois la formation de 
mon esprit scientifique et qui a tant contribué a tous mes DEOBLES 
ultérieurs. 


CHAPITRE I. 


1. Un problème d'interpolation. Les polynomes P,(x). — Étant 
donnés nz nombres complexes 


Do re Paria ATEN 


on construit facilement un polynome P(æ;æx,,27,,...,2,,), de degré n 
par rapport à la variable x, défini par les égalités suivantes : 


PRE ar. ny RY) =0 (7 =. 0-1 5 Sn EE), 


fa PR Cero tn on is Lie 10 |?) 


Pour obtenir P(x; 9,2), .….,æ,_,), il suffit d’effectuer successivement 
n intégrations indéfinies en prenant l’unité comme première fonction 
à intégrer, et en déterminant les constantes d'intégration de manière 
que les conditions précédentes soient vérifiées. On trouve ainsi 
l'expression explicite i ge 


PRET EL es nef) =f dat [ ae, f Ge 


1 Va 


(1) Voir aussi Comm. de la Soc. math. de Kharkof}, 4° série, t. 2, p. 49-56. 


dm 
(2) gt) (a) désigne la dérivée d'ordre m : PE ts (x). On considère Ja fonction elle- 


méme comme la dérivée d'ordre o, 
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les chemins d’intégration étant arbitraires. Dans le cas où n= 0, on 


pose, par définition, 
P(x)=1. 


Observons que l'on a identiquement pour m£n 


Bars Tog Lys cos En] = Pi ze ms mass oe +s Un }. 


d'où l’on déduit 


RED pot) ME ET EEE En) : 
x Lt SL POS 
at dx’ [ di. a Po rs Emig ok s Sai) EE 
vo “ey Cm—1 
En particulier, si »m = o, on obtient, en remplaçant n par x +1, 
(2°) PTT ae a [ ED) a Sh EPS ee tal Ole 


Nous disons que le système des polynomes P,(æ)(n =, 1, 2, .. 


définis par les identités 
P,(x)=t. PE CORP ER ne) (in > 0), 
est associé à la suite des points 


0 is le ep are 


On caleule les polynomes P,,(.) de proche en proche en se servant de 


la formule (2') : 


RESTE 


Piérh=ree.r,. 
Pate) = (ri (ro, 
trie (re Le )3 —3(r,— 0 )2 Ear" - rh Laure Vs 


P, (0) = (2 ms) = Grue (arr) 


4 = Pr) + 6 (rp — ry)? (2 y= ms) — (Lo— 3)! 


CARTE ee een Ce Be ee ee te le CRT te, Ce one SS 


Le polynome P(x; x, 2, ....x,,) peut être mis sous la forme d'un 


2 Bag 
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déterminant 
: ae ye re na 
3 L FT =e ’ a 
| Tt. > (72 — Fr) n 
3 HE és Nes 
ie ee (n—1)! n! 
r Le 22 Ee 
2 o 1 = sets ete PER TE a 
EMO Tan cee Ee chemin Fr! in— 2)! (nm—1)! 
Fee aoe 
a " 1 = = 
IRAN) (a= sy" 
: 0 o PR TR RO a de nc le 
1 oO > o CRC Ly pe) 
| F. 
Exemples. — 1° Si les points x, forment une progression arithmé- 
tique 


En = A+ nt. 


_on vérifie immédiatement que 


P, (Fy ( 2 = a) (cr a — rt)" (m>1). 


Le cas t= o nous donne 
Pe er 
2° Si les points x, sont en progression géométrique 
He Ali 


les polynomes P, (x) sont liés par la relation récurrente suivante : 


| wv y 
D, (27) =a nef P, (+) dy. 


“ 
Pour le voir, il faut tenir compte de l’homogénéité 
AT es eh a PGT Eee os na le 
Si t— —1, il vient 


Po, (-r) == (— 1)" (72 +f P,(— ») dr. 
ET r à 


Les polvnomes P,(x) qu'on obtient dans ce dernier cas sont liés aux 


. 
Lu 

|! Pa te )a- rie +n]= 
, ‘ 


: ou, ce qui revient au mème, par les formules récurrentes 
= re 


PQ ys Ste 


ble Nr be. hs 


[sah ee (TES 1e Arr ‘Gb 
ui 


ellet, en raisonnant de proche en proche, on vérifie que. 


, = ” ee 
P60) = (4a Ka ( ia ) 


Why Baty ole abl 
Aie EX APTE ne 


— 


suivant que 7 est pair ou impair. 


x 


2. Les séries (2). — Dans ce qui suit, nous aurons à étudier des 
séries procédant suivant les polynomes P, (x) associés à une certaine 
suite de points, c'est-à-dire les séries de la forme générale 


\ 
eg Peter) +e, Py Cry) + Os DRG?) ees yl iy Ae 


Supposons qu'une telle série soit uniformément convergente dans un 
domaine (D), qui est supposé comprendre tous les points +, de la 
suite à laquelle les polynomes P,(x) sont associés. Soit / (x) la somme 
de la série. En dérivant » fois l'identité 


% 


x 
Jie) =>) Col CES 


0 


et en posant ensuite x = .x,,, on obtient, en vertu des formules fonda- 


(') Voir NE. NürLunb. l'orlesungen über Diferensenrechnung. voi. 
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mentales (1), les valeurs des coefficients c, 
. ! 3 
Ge Je) Fees POT.) Vi tk 
LL et É 


de manière que la fonction f(x) se trouve développée, dans le 
domaine (D), en la série suivante : 


Re fiir \i- a fry) Pe ret OO aor TU Tarte 


I . 
eae grea fol ae dia TP A RCE 
Te 


Inversement, une fonction /(.) étant donnée, si elle est holomorphe 
dans un domaine (D) qui comprend les points TE So one an 
peut construire une série qui sera dite série (XZ) correspondant à la 


Jonction f(x) et procédant suivant les polynomes P,,(x) 


. 3 + I ° La hey 
Gs a oa lee re PH ee a fe ree NC ETES AE 


1 A 
PEL Mia iol ay id Sansa 
Tbr 


Rien n’empéche de considérer les séries (2) dans un domaine réel à 
condition que la fonction /(a) y soit indéfiniment dérivable. 

Si tous les points de la suite.r, coincident, la série (X) se réduit à 
celle de Taylor, dont elle représente ainsi une généralisation naturelle. 

Si les points x, sont situés en progression arithmétique Ty = + nt, 
la série (2) prend la forme 


- LS 
(3) JC ft + J (A + Dr —a) 


D rt A D ARR A OF) 


= À 
ee [vat nl) (r OQ) br a — nh! 
Te 


Ann, Ee. Norm., (3), XLVI. — JANVIER 1950. 
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Cette série, introduite par Abel ('), a été étudiée par Halphen (7 a 
Signalons encore un cas particulier des séries (2) où interviennent 
les polynomes d’Euler. En faisant 


Don = As Longe = — As 
on trouve 
: à i} i ry ss a + wv 
(4) tr) fa) Die ayia ke, (LE) 


Late A LR 
13 sil (a).( 4a) E() 


Ver , AY Res Bo 
Hyd Carter E( fa ) 


al Lits il 
TE ep à PE LE ge Een ( 7 ) 
(Ur): : 17 y 
I - : a+ r 
AT anal (= AY jaye Es, ( 
(Nn ree k 1 "RATE 


Nous nous proposons d'étudier les séries (£) dans toute leur géné- 
ralité. Une fonction /(.c), holomorphe dans tout le plan ou dans une 
région du plan étant donnée, il s'agit de reconnaitre à quelles condi- 
tions une suite de points x, doit ètre soumise pour que la série (2) 
correspondante soit convergente et ait pour somme /(.r). Ou bien, 
une suite de points x, étant donnée, quelles sont les fonctions f(x) 
quise laissent développer en série (2) procédant suivant les polynomes 
associés P,(x)? 

Pour que la série (2) correspondant à une fonction f(x) soit con- 
vergente et ait pour somme f(x), il est nécessaire et suffisant que le 
reste R,(æx) défini par la formule 


[71 ! 


: ‘oh ae 
(D) ICE > TTC UPS St) ER EE) 
v! 


e LL 


tende vers zéro lorsque n x. On vérifie sans peine que R,(x) peut 


(1) N.H. Ages, Sur les fonctions géncratrices et leurs déterminantes (Œuvres. t.2). 
(*) G. H. HALPHEN, Sur une série d’Abel (C. R. Acad. Sc., t. 93, P. 1003); voir 
aussi Œuvres, t. 2. 


€ 


ERY UPA ED EE 
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être mis sous la forme 


LA 


Rin)= f arf dat. f f(x") dr”, 


TE | 


3. Une limite supérieure pour le module des polynomee P,(x) et pour 
le module du reste de la série (£). — Nous allons considérer l’expres- 
sion un peu plus générale 


Lal, de! f ee | F(a”) de. 


“Tn—_ 


Soient./, le segment rectiligne qui joint les affixes des points eel a. 
Z, celui qui joint x, et z,, ..., enfin /,_, celui qui joint x,_, et z,_,. 

Désignons par L la ligne brisée formée par les segments /,, /,, ..., 
l,_,; elle peut avoir des points multiples ou bien se recouvrir elle- 
même. Admettons que la fonction F(a) soit holomorphe dans un 
domaine entourant la ligne L et que l’on y ait 


:F(x)!<M. 
On choisit les chemins d'intégration dans l’expression I de manière à 


suivre le contour brisé L dans le sens des indices décroissants des 
points x;. En posant 


tet te y 
be | Ln—1 — Ln—2 | À dns — La | toe Hj Li di; (LRO, by 2 fy Tb — 2) 


fe p= On f+ .4— Baits 


et en désignant par ¢“)(4 =1, 2, ...,7) la longueur de la ligne brisée 
x,-,« (en suivant toujours le contour L), on obtient successivement 


À dx" fe Are of FRE} drwy, 
uP” beste La : 


1 2 o—4 


ae 


(1) sf ar 


fs 


ec not 


(2) J | axe if Gilani | Fr dre 


“Tn-1 


v 2 
ef 
ar Xs “rt 


ant 


eet a wae TU sites 10e d - Le 64 
SE. I ls uf av f ae nee ‘mil 3 dtm" = PG boy ti rey wh trays 
4 


a4, 


LÉ D CSE EP RP NAS ere 
lisSti  (oSiSr—2), 


‘ Bhi | y L 
la dernière intégrale ne saurait qu’augmenter lorsqu'on remplace 

toutes les limites inférieures d’ intégration par {,_,—0, ce qui nous © 
donne 


ene 


eae dr... f ama. 


L'égalité est Fr are atteinte dans le cas où les points Las Lions È 
æ,_, sont confondus. 

En tenant compte de la signification de ¢, nous en tirons deux « con- 
séquences. 

En posant d’abord F(æ)=1, on trouve une Seuss pour le poly- 
ome PERS ms et } 


nr AK te alt ead ie CR 


ou bien, si l'on pose 


ity | Ty — Lys | (¥26}, - 
mis 
S, = 6, Se | ty — ay | + ds — ag | ++ arms — ln | a lly (m21), 
v=0 
ona 
(67) [Pa(-r) IS Cr ae | +4 Sn)" _ (r21), 


inégalité dont nous aurons besoin. 

… Ensuite, en posant F(æ)=f"(æ) et en désignant par M, le maxi- 
mum du module de f(x) sur la ligne brisée æx,æ,...x,,, on 
obtient 


65 | ÉTIENNE (na 21), 


: \ : 
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à condition que la fonction AC) soit hsinouphe dans un domaine 
entourant la ligne brisée nommée. 


\ 
CHAPITRE II. 


4. Convergence des séries (£). Cas où la fonction f(x) est holomorphe 
dans un cercle de rayon fini. 


THéorÈèME I. St: 1° la série Xu, =| x,— x,,, | est convergente, ce 
qui entraine nécessairement l'existence de la limite limx,—=X, 2° la 
n > 


fonction f(x) est holomorphe dans le cercle de centre X et de rayon R, 
alors f(x) est représentable par la série (2), cette série étant uni formé- 
ment convergente dans tout cercle intérieur au cercle d’holomorphie. 


Démonstration. — Soit, pour simplifier, X — 0. 

Nous allons voir d’abord que la série (2) est uniformément conver- 
gente dans le cercle IæISR, où o<R'<R. Soit R’ un nombre tel 
que R'<R’<R. La série Zlx,—x,,,| étant Hu d’après 
notre hypothèse, soit | 

ae, [ay 


On peut assigner un entier N suffisamment grand pour que l'on ait 


(8) pa £ © (R'— R'). 


Désignons, en général, par M(9,7) le module maximum pour 
Iæ|<r de la fonction o(x), cette dernière étant supposée holomorphe 
dans un cercle de centre origine et de rayon plus grand que r. 

L'inégalité suivante, conséquence immédiate de l'intégrale de 
Cauchy, est-bien connue 


M(9”", r) __M(y, R) 


(9) ri (R—r)e Gra) 


Considérons la série qu’on obtient en différentiant N fois la série pro- 
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posée (£). En vertu de l'inégalité précédente ainsi que de l’inégalité (6) 
du paragraphe 3, on obtient une limitation pour le module du terme 
général (7 étant assez grand pour que l’on ait|x,| <R'etn > N) 


| finit. PN 
Fil (an) Pe (x) 


HA 


Mi if, Le Pas dns Pain - nes nes 
MSN, RY 


(R”—| 2x, |)" 


Un UN) | 


x< 


By | + | Ly — yyy | +4 tpg — Py | 


1 
x 

in Nj! |! 

Puisque 

|e — wy |S] rit lay SR’+ px 


et 


ñ | } » ñ < 
| ay — tug | +... + ane — ro Spy. 


il vient, en définitive, 


Lf ( 7. YPRY yp IN) RP R’+- aps | 
lait aa) PS (x)|SM (FR (gra 

Lorsque n augmente indéfiniment, on a lima, =o, donc la racine 
n°" du module du terme général considéré a la limite supérieure qui 
R'+ 20% 


ne dépasse pas te à 


et ce nombre, d’après (8), est inférieur à 
l'unité. 

Par conséquent, la convergence uniforme et absolue a lieu dans le 
cercle |a|<R’. On remonte sans difficulté à la série (Z). Done, la 
somme de la série (£) est une fonction holomorphe à l’intérieur du 
cercle |a|< R. 

Passons maintenant à la considération du reste de la série qu’on 
obtient en dérivant N fois la série (Z), le nombre entier N étant cette 
fois déterminé de telle manière que l’on ait 


R’ 
ON < 4 to < R= RK), 


Admettons encore que æ se trouve dans le cercle, 


R’ 


>: 
4 


| 


|r| 


A 
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Alors il résulte, d’après le paragraphe a 


RN ey) I X in) R’ er 2 E n—N 
i Fi Get) <Gom(s ’ ~) Mi Ix | + Oy) x 


! n—N 
MX. BY +: “2x 
Ee cP Grey Ut aps SMC, BY | 2 
/ + 3 
EE 7iR 
4 4 
! 
rs + 20x À 
a ' pr Ay ei : 
Le nombre 5 étant inférieur à l'unité, on voit que 
ts | 
lin | R&'(.27)| =o. 
Be ! 1t 
nN 2 


‘ ah: 
On en conclut (toujours pour IST) que 
; ie 


MEME 
+ 


Ry 
Donc, pour Ixl£ la série (E) a la somme f(x). Or, la somme de 


cette série éfant holomorphe dans le cercle |r[<R, la somme est 
égale à f(x) dans ce cercle entier. 


5. Distribution des zéros des dérivées successives. — On déduit du 
théorème I une conséquence intéressante relative aux zéros des déri- 
vées successives : une fonction f(x)(£0) étant holomorphe dans un 
domaine (D), st une suite de points xy, &,, Xz, ..., Ln, ... est déterminée 
dans (D), de telle manière que x, soit un zéro de la n°”* dérivée 


fur) (09, Tee -++)s 


la série Zu, ne saurait étre convergente à moins que la linute X des 
points x, n appar tienne à la frontière du domaine. 

En effet, si le point X était intérieur à (D), la convergence de Eu, 
entrainerait la possibilité de développer f(x) en une série (2) dans 
un cercle || << R, de rayon non nul. Or, tous les termes de cette série 
étant égaux à zéro, il s’ensuivrait f(a) = 0. 

En particulier, on obtient pour les fonctions entières le résultat sui- 
vant : toute série de la forme x, — x, _,| (où x, est un zéro quel- 
conque de la n*"° dérivée) est nécessairement divergente. 


2” 
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| | 
Considérons, à titre d'exemple, la fonction f(x) =e *. Ona 
| lim f(x) = 0, 
+0 

lorsque x tend vers zéro en passant par les valeurs positives, et ceci 

I 

2 
Rolle, il existe des zéros positifs a, des dérivées /”!(a)(n > 2) tels 
ques, > 2, >... >2,>...>0.0na 


X= lms), 
n>« 


quel que soit n. D’autre part, A 120) D'après le théorème de 


et c’est un point singulier de la fonction. 

On peut encore énoncer la proposition précédente sous la forme 
suivante : une fonction analytique f(a) est entièrement déterminée 
par la connaissance des valeurs /" (a,) (n= 0, I, 2, ...), à condition 
que la série &|a2,— x,_, \ soit convergente. C’est, évidemmeut, une 
généralisation de la propriété classique : Une fonction analytique est 
entièrement déterminée par un « élément », c’est-à-dire par l’en- 
semble de valeurs de toutes ses dérivées en un point donné. 

Signalons qu’on ne pourrait pas s’attendre à se passer de l'hypo- 
thèse de la convergence absolue de la suite £(æ, — æ,,,). C'est ce qui 


est mis en lumière par des fonctions telles que ou e**. En effet, 


: 1+Z*° 
dans ces exemples, quel que soit le point réel X, il est possible de 


déterminer une suite de zéros x, de manière que les x, convergent 
vers X. Or, ici, la convergence de la série E(æ, — Ly+,) n'est pas 
absolue. 

Il est à remarquer, d'autre part, que la série X]æ,— x,,,| peut 
diverger aussi lentement qu’on le veut, et ceci même dans le cas des 
fonctions entières. Plus précisément, quelle que soit la suite des 
nombres positifs a, croissant indéfiniment 


Un n+ lim An = @ (Ha): 


> « 


il existe une fonction entière f(a) et une suite correspondante x, 
telle que l’on ait 


n 


> (Per ch ay | = An. 


1 


à. CE? ae Ai ok c 4 


HN 
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Construisons une fonction entiére réelle qui possède les zéros 
An —0, 1,2, ...) et soit a, — 0; désignons par a, le zéro (ou un 
des zéros) de f’(x) qui se trouve dans l'intervalle a, <2 < dust, 
par a, celui des zéros de /’(x) qui se trouve dans l'intervalle 
a, Lx <a), et ainsi de suite. En général, on a 


a} < ak"), 


A+d 
En posant x, = a/", on obtient x,_,<.x,, et d’autre part, 


ee ea ea Ons 
donc 


n 
= 
> [æy — Ly | = Ln he 


Dans l'exemple précédent, les points æ, n’ont pas de limite finie. 
Les choses se passent d’une manière différente si les x, convergent 
vers une limite finie, Dans ce cas, nous obtenons le théorème sui- 
vant : 


TuéorÈue Il. — Une fonction f(x) (= 0) étant supposée holomorphe 
dans le cercle | — X|<R, soit x, un séro de la n°" dérivée f"(x}, 
D enh = G1; 2, tun). Sil on a: 


pe I NG 


> 2 


2° luna =D Cr Ena, LT 01, 


urn 
. 


le rayon d’holomorphie au point X est borné 


R< Le: 


Par contre, si f(x):Zo et que l'on ait 


INR lim nu, = 0. 
n> x px 


la fonction f(x) ne peut ètre analytique au point 2 = X. 


Démonstration. — Soit X = 0. 
¢ étant un nombre positif arbitrairement petit, on a, d'après nos 
3 


Ann. Ee. Norm., (3), XLVI — JaxVIER 1990. 
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hypothèses, pour les valeurs de l’indice » suffisamment grandes (n> n.) 


+ € 


n +1 


(10) Oy ened $4 Un < 


En vertu des égalités /\”(a,) = 0, on obtient, » et p étant des entiers - 
positifs quelconques, 


are 


f(x) a: dx f dx" are i f" + pr ( © dae! id ) dr+p k 


Tae pot 


Dérivons n fois et faisons ensuite x = 0, 


0 DCE 


= Xx wirp ot 
apt FOIE [ dr spi à drt... [ iy nr P(t P') dain+r, 


e . . Lea . 
Un Unis as pe 4 


Sin > n:, la variable 2”) sera en module inférieure à <, et l’applica- 
tion de l'inégalité fondamentale du paragraphe 3 nous donne 


|f(o)| < Bs M( fete, 8) [lue l + tn Unes He et np Ve 


Grâce à la seconde des inégalités (10), il vient 


1 1 
I Eine Unis < O0 (+ : a 
no+i in al Sn 


/ \ 
? 
<< +) log (1 pf ), 


n 
et en tenant compte de la première, on obtient 
Un | Un Unes He EU nep in LE + (L + €) log (1 +- f ). 
D'autre part, | | 
pel ful 6), 


NOTE SV Creep ye ER : 
J : PUR 


Par conséquent, il résulte, en posant M(/, R — é)= K, 


(Rap): E + (+ 2) log( 1+ 5 ) | 


nm 


1 frerooy, SV = =< 
Ne LÉ | SES mL (Rasen > 
done 
2 
L + <) log AE 
af f'™ (oO) 2 (n+ py: Ro tes ati n 
E i <h ie ae 
n Hp se 
n 
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Faisons dans cette inégalité p=|an] où x est un nombre positif 
arbitraire et [w] désigne la partie entière de w. 
Si n tend vers l'infini, le second membre aura la limite 


ban)! [e+(L+e)logts + a) }* 


ax (R — 2¢)'** 


’ 


tandis que le premier aura la limite supérieure 
"oi ; 
lim 4° PRES St aie 
pee n! R 


pe hee ie Le (Lee) lope ay 
= ae (R— 22) is 


Ainsi obtenons-nous 


1 
R 
Le nombre € étant arbitrairement petit, faisons-le tendre vers zéro 


1 (a +1)*' [Llog(i+a)]* 
Rire Re 


donc 


<a loos Pot 
= Redes} oe) 
= PA 


Soit, enfin, « tendant vers zéro. On obtient finalement 


C. Q-F. D. 


a 
WAS 
a 


6. Application à l'étude de l’ensemble des points (P). — En étudiant 
l'ensemble E des zéros de toutes les dérivées successives d’une fonc- 
tion analytique, M. G. Polya a été conduit à considérer l’ensemble 
dérivé E’ de l’ensemble E ou, en d’autres termes, l’ensemble de 
points X au voisinage desquels il existe une infinité de zéros de déri- 
vées successives ('). 

Nous appellerons de tels points des poznts (P). 

Un point (P). = X sera dit régulier s’il est possible d’assigner une 


(1) G. Potya, Ueber die Nullstellen der successiven Derivierten(Math. Zettschr.. 
Bd 12, 19521. 
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suite de points .r,(n=0, 1, 2, ...) tels que : 1° æ, soit un zéro 
de f(x); 2° on ait lima, =X. D'après les résultats de ‘M. Polya,: 
o 


n> 
toute fonction méromorphe non entière ne possède que des points (P) 
réguliers; la condition nécessaire et suffisante pour que x = X soit 
un point (P) consiste dans ce cas en ce que le point X soit également 
éloigné de deux pôles les plus proches. Un exemple des points (P) 


irréguliers est fourni par f(x) = sinx, X = K © (K entier). 


Soit æ =X un point (P) régulier d'une fonction /(x), supposée 
analytique en ce point. On désignera, dans ce qui suit, par æ, un zéro 
de f(x) jouissant de la propriété qu'il n’en existe pas d’autres dans 
le cercle [x -—X[<|æx,—X [., est le point X lui-même si f(x) 
s'yannule]. Faisons correspondre au point X un nombre x, qu'on peut 
nommer l'ordre du point (P), et qui est défini par l'égalité 

I Etes 


(11) ie NU) TL, à 
oA Pearce ae 


où Rest le rayon @holomorphie de la fonction f(x) par rapport au 
point X | f(x) étant, par hypothèse, une fonction non entiere |. 

Le théorème II nous apprend que l'ordre d’un point (P) ne peut 
Jamais être supérieur à 2e. En effet, on a 


L | —— : 1 ‘os aes ee 1 

— <— lun aix, — + (lin, Xl Hlimnirx, , — XN=E 

270 >= 2R ee os LOL ES Dis a 
donc 


A titre d'exemple, plaçons-nous dans le cas le plus simple où /(:r) 
est une fonction rationnelle avant deux poles, soit 


. l 
[(.c1= ——— Cl te 
% p< 


Les points (P) sont tous les points de l'axe réel. Les dérivées f” (x) 
(n= 1,2,3,...) ne possédant que des zéros réels, soient .x’, et x! 


deux zéros consécutifs de /’'() qui comprennent entre eux le point 
fixe a= N, les égalités w= X ou x =X n'étant pas exclues. On 
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trouve facilement 


‘ 


A = OO 


à - 
NEA 5 


n 


a Ta + 
a ted te 
T Rp, € 


ARE T na » a “ 
Pn AC 5 <= —— arc tang — k 
£ n+i | r ey] LU) 
donc 
< 3 ; HU a 
D7 =", LENS . 
n qd 


= are . . , ” : 2 
En désignant par, celui des points x’, et 2’ qui est plus proche 
de X, on obtient pour toutes les valeurs de l’indice zn, 


” = I 
i x I< e On 


et, d’autre part, on a pour une infinite de valeurs de l'indice 


pr 


© 


à Ja? +X +X?,ona 


him 7! 


; LÉ Ga 
: = ( he, ) 4 On, 

2 
étant positif, arbitrairement petit. Par conséquent, comme R est égal 


En — \ t= SSS, 


ou bien, en désignant par 9 l'angle sous lequel le segment (— az, + az) 


est vu du point XN, 


1 | ea 1 ) [er] 
gt OL RER a ae pese ‘ a te 
Mel fone ax == Abe ee sin A 
sin — 
à 
Évidemment, l’ordre + est maximum lorsque X = 0, 9 = 7; alors 
» 
TPS 
LP) n-+4 < 


(ei) L'équation f\”) (2°) = vo se réduisant à (£ 


= 
la forme acot ; 
] ’ 


(A - 
“col ——-" 


fu ==" 


PA: , les zéros de f”(.r)ont 


(À entier). Il reste à déterminer À de telle manière que l'on ait 


? = 
: a col ——— ° 
ère 1 


EN 
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Considérons encore la fonction 


CE 


S(#) = 


Eee (a0. p entier > 3), 
xl + al 6 


en nous bornant à l'étude du point X = o. Toutes les dérivées dont 
l'ordre n’est pas multiple de p s’annulent en ce point. Posons 


m . 
mp | “y= La : ss Fine 4 à nip (=) # 


(mp)! mp 


En développant, suivant les puissances croissantes de x, on obtient 


: - +” 1 J Si 4 vp a? 
A i) Vim gy = anak at ani + —— = 
Jump (2) > 7. (: r mp (: ae, (: mp] (yp)! 
7. | 7 


Lorsque m tend vers l'infini, la fonction /,,,(2) tend (uniformément 
par rapport a x dans tout domaine fini) vers 


- x? Lofts 3 pty 
oz) >, (ST = — (er + er" +... + er ). 

v=0 \ dé ) P 
où l’on a posé 


Ge Re - 


i 


Or, on s’apercoit que, par l'identité 
On (xr) =E,(—.r?), 
que »,(x) est liée à la fonction bien connue de Mittag-Leffler 


Vv 


æ 
#7 
ECan > ——— : 
c Lio + yp) 
i! 0 


Comme p est un nombre supérieur à 2, tous les zéros de E,(x) sont 
négatifs ('), soit — 7, le plus petit, en module, d’entre eux. Alors 
2, (2) possède p zeros de la forme 


1 
op te CHOSE OS Neca ys Pi Es 
1 
tandis que d'autres zéros ont leurs modules plus grands que i 


(1) A. Wimax, Ueber die Nullstellen der Funktion Ex\x) (Acta mathematica, 


Le 20, p.223): aussi G. Pôrxa, Bemerkung über Mittag-Le fflerschen Funktionen 
Ex The Tohoku Math. Journ. to N. Der: 
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En désignant par £,,,, celui des zéros de la fonction Sim.p(#) qui 


tend, par exemple, vers x? lorsque n m augmente ER re on 
trouve la valeur du zéro correspondant de la dérivée f(x), 


A En. p a Oh 
Lp LEE ni eae 
mp mp 
done 
| 
hen wp | ep |= a1; 
Finalement, on obtient 
| 
I = ; P aS 1 
== limi, ty) = #; Op es — 
z a ; ! : 


3? 
À, 


Il est facile de limiter À, inférieurement. Ce nombre doit satisfaire 
à l'équation E,(— À) =o. Or, si A<p!, les termes du développement 
taylorien vont en diminuant en valeur absolue: par conséquent, 


done 
pp! 


Il s’ensuit que l’ordre x est inférieur à AE 
\ 


Pour p—2, on trouve eo = = 0,70... (nous avons trouve 
2 D 
2==-—0,03 ..);pourp—3;0na 
. -.); pour p ’ 


I 
2 IE = ET 
\ 0 
1 
Le nombre »— Psi - décroit avec ~ et, pour p>, tend vers zéro. 
i 
Ce qui précède rend assez probable que, pour les fonctions 
méromorphes ou même pour les fonctions qui n’ont pas de singu- 
larités essentielles-sur le cercle d’holomorphie dont le centre est le 


. PAT sort à - : , È 
point considéré æ = X, - est la plus grande valeur que puisse elfecti- 
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vement atteindre l’ordre d’un point (P). Il faudrait s'attendre à 
obtenir des valeurs plus grandes dans le cas où interviendraient des 
singularités essentielles. | 


CHAPITRE Ill. 


7. Croissance des dérivées successives des fonctions entières d'ordre 
fini. Limitation d'en haut. — Désignons par M(F,r) le module maxi- 
mum de la fonction F(z) sur le cercle |a|<r, F(a) étant supposée 
holomorphe dans ce cercle et continue sur la circonférence 


(12) M(F, r)= max F(re®)|, 


0S b<en 


L'ordre p de la fonction entière f(a) étant défini par l’égalité 


(13) jm Polos MC, r). 


os og 7 


le nombre À, donné par la formule suivante et qui peut être égal à 
zéro, fini ou infini, à 


(14) hea hor ee 
>a re 
sera dit le degré de la fonction /(æ). On sait que, si l’on pose 


n° 


f(x) => PSP 


LU 


la relation 


1 
(15) lim nelle, —(Aec)? 


Te 


est vérifiée, en sorte qu'elle peut servir aussi de définition pour le 


degré ('). 


(*) Pour le choix du terme, je suis ici M. S. Bernstein (Leçons sur les propriétés 


1 
extrémales, etc. Gauthiers-Villars, 1926, p. 80). Or, c’est l'expression p= (eo 
que M. Bernstein appelle degré. 
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Nous allons utiliser l'inégalité (9) du paragraphe 4 pour obtenir une 
limitation d’en haut pour le module maximum de la n°" dérivée 
J (a) sur le cercle de rayon fixe ou variable 7, = an (a > 0,720), 


. lorsque l’ordre et le degré de la fonction f(x) sont donnés. 


Admettons que l'on ait, pour des valeurs de r assez grandes, 


M(f,7)< ele (Hi >0, ¢ > 0). 


Alors, il résulte de l’inégalité fondamentale, R étant suffisamment 
grand et supérieur à 7, 


n/M(f",r) _ HR7 
log f/ ML = —log( R—r), 


donc, à partir d’une certaine valeur de n, on a 


n/M(f™ ant, HRs 
(16) log y" . — = sek — log( R — ant). 


nr. n 


quel que soit R, supposé supérieur à xn*. Déterminons R de manière 
que le second membre de l'inégalité précédente soit minimum. La 
dérivation nous fournit l'équation 


(17) RER — ant) = 


lo 
ER, i I oo I 
Considérons trois cas : 1°7< pes Maas irae ep 
J 
. 1 
af 7< => posons 
Siz< > posons 


har. 
__ a(Ho)* IRC 


n° . 1e 


Alors notre équation prend la forme 


DROLE 


Lorsque »->, x tend vers zéro, et l’on voit immédiatement que y 
tend vers 1. Par conséquent, lorsque x croît indéfiniment, R croît 
aussi, et l’on a 


1 


na 5 
R~ (ie) 
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= 


= 


(Ly) lin (AP +2 dire 


1 


270 + 


4 


n AT à Mm a) 


— ttogn i ver Hees? 1-2, 
ie : ” 


“ 


00 Lex ea vers Zéro avec = ae 


1. = 7 . | ; we 
ne TES ca antes 


Par suite, 


| done, ers ce =) 


L = É 1 
ie M( f", ant a 
(138) lim n° TE (Wea). 


a> x 


née 1 : . - x mn «os 
2° Soit = =. Dans ce cas, l’équation (17) se laisse résoudre bien 


facilement. On en tire 


où 4 est la racine positive de l’équation 


29-11) — af rs 
BE oh a © Pa 


Bien entendu, cette racine existe quels que soient les nombres H et 5 
et elle est supérieure à &. La substitution de la valeur R nous donne 


n JM fn. ant) I 2 à 
lou \/ AY, pees e = loon HT — log (4 —— 2). 
A. LC + 
C 1 
donc, si) == =) 
c 


1 a er ae TS , 

= N/MUS,. ant) _ el” 7 . 

à Aine Sa = fiz ite cho. 
ne A. oO 


n> zx 


Posuns, pour un moment, 


w= Meat! ele? 


En considérant 7. comme une fonction de x et comme une fonction 
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ded, on obtient 


De 
4 
di 2e pare 4 Han? 
AOL ie UIA ere LT NAT ale ae 
a < : ë 
ee Se Moki eME Og ho eteia: Sent 
done 
a 2 
< = Hee? 723- elle SG, 


Puisque, pour « = 0, ona 


n= (itz) > | 


peter): 


af= 


il en résulte que, lorsque > parcourt toutes les valeurs de o à =, le 

second membre dé (19) croit d'une manière monotone de la valeur 
1 : 

(Hes)? jusqu’à l'infini 


DSi =) posons 


{ 


f Zora 
TT Hoat net’ a ont 
L’équation (17) se simplifie : . 


Big hae Ni == 7" 


Lorsque n augmente indéfiniment, x tend vers zéro en parcourant 


les valeurs positives. On en conclut que y tend vers 1. Comme y se 
laisse développer en une série de puissances 


AE = 4" = 


on obtient la valeur asvmptotique de R, 


# J 
R= zn 


les termes non écrits étant d’ordre 


—,-——: Par conséquent. 
RTE . 


uw AMC f XN | 


low F 2 a | 
> \ nm. 


AT A Tor 
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donc | 
n/M( fi, œn°) (+E, ) Mae nst—1 
{ 20 ) VAE << e 1+, n 5 


<, étant un nombre qui tend vers zéro avec 2. 
Admettons maintenant que la fonction /(æ) soit d'ordre ¢ et de 
degré A. On pourra poser 


7—?, H =A = €, 


£ étant un nombre positif arbitrairement petit. Les inégalités (18-20) 
nous donnent alors, après qu’on a fait tendre € vers zéro, 


ÿ n (7) T uk 
(21) Tim nf EM < (ae (si. rc) 


! = 
n> na. \ 


iy 
n \ 0 « \ 
ra M( pm, ant) < À ohe—' ef (si = i )> 
(TL 1 18 Vea. Jim n° n! 3 

; n> ow 


où À est la racine positive de l’équation 
. a ; 1 
AP (Aa) —=-3 
0 


iy 


et enfin 


Re <— i! n/M( fi", ant) Cpe | 
(28) lim slog LME ca at (<i st), 


i> a 


Dans le cas très important où ¢ = 1, ces formules deviennent 


= . ,n/M(f, ant 
(22) lim nf <a e Cr <a) 
gee n! 7 
Mi fini 
(22°) lim 7 en SA eres (te TR 
n> xn n. F 
" — | n/M{(f'", ant) 
(22") lim —— log 2 em < À @& (1) (t>1) 
A+ z . 


(1) L'exemple f(x) =e” nous montre que l'égalité est eflectivement atteinte dans 
les relations (22), (22'), (22°). On peut s'assurer qu’elle est atteinte même pour les 
relations plus générales (21), ( 21’), 21") et cela, pour toutes les fonctions entiéres 
d'ordre et de degré fini sans aucune erception (Voir, à ce sujet, mon article dans 
le Bulletin de I’ \cadémie des Sciences de l'URSS. 1930. 
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8. Convergence des séries (2). Cus des fonctions entières d'ordre fini. 
_— Revenons maintenant au problème que nous nous sommes pro- 
posé, celui de développer une fonction f(x) en une série (©) procédant 
suivant les polynomes P,(x)associés à une suite LAURE O41, 2,0 
Après avoir étudié le. cas où la série Zu, est convergente, plaçons- 
nous dans l'hypothèse contraire et admettons d’abord que les sommes 


n—i A 
5] Free 7 ; 
(23) = DUT | — us: 
V=0 v=0 


croissent comme une puissance de n. 


_ ‘Tutoreme HL. — Sv les sommes s,, définies par l'égalité (23), satis font 
a la condition limite 


toute fonction entière d ordre inférieur à 2, ou bien d'ordre 9 et de 
degré A, vérifiant l'inégalité 

(21) OATP< wP(1 + w)!?, 

où w est la racine positive de l'équation 

(25) DPI i 


est développable en une série (&) correspondant à la suite de points 
x, (n=0,1,2,...), la convergence étant absolue et uniforme dans tout 


domaine fint. 


Démonstration. — Reportons-nous à la limitation du reste de la 
série (XZ) obtenue à la fin du paragraphe 5. 

Supposons que le domaine considéré soit compris dans le cercle 
ja|<R. Ona, évidemment, pour des valeurs de » assez grandes, 


ee ele Sys Re ry San SR 


où ¢ est un nombre positif arbitrairement petit. D'autre part, posons 


oy [Jian RE ‘ 
En MAX (4 do js | Ma fs ee es Creer De 
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A cause de l’inégalité évidente s 


: +. igs HPAP ts : 
tn (Shey He pli fel En PS lot Se 3 
ib Ie ths 
ona 


La ligne brisée vr,.r,.. ..v,_, reste dans le cercle de centre origine, 
dont le rayon, égal ou plus grand des nombres | x| et £,, est. par suite, 
inférieur à 


ol 


R + SR +iurl+s, , <1T+Ee)n*. 


Si l’ordre de la fonction f(x) est ¢’ plus petit que ¢, alors, en vertu de 
l'inégalité (21), pour des valeurs suffisamment grandes de l'indice 7, 
le module maximum M, de f(x), sur la ligne brisée considérée, 
satisfait à l’inégalité 


1 


M, < M, Et Ri< M. te epn) <a! | PRET eee | ; 


donc nous aurons 


ae My : tr értlesr 
Wer CRE ES ae ES : 13, pp ea NT. 
n Sat NeW ~ tt 1 1 ? 


n° 


% 
' 


d'où il suit que R,(x) tend uniformément vers zéro avec 
1 
Si l'ordre de / (2) est égal à ©, il resulte de l'inégalité (21°) 


(26) LR, [trs eyes an \ore pend pn. wh A Abt] 2 8 ts ae) eS 


Par conséquent, il suflit que l'on ait 


Le rh 2 \ 04.0 1 phte ST 
aver 
¥ ù 7 ¢ I 
(25) NOT hy Ee ae 
9 


pour que le reste tende uniformément vers zéro, car 2 est arhitrai- 
rement petit. 


Or, a l’aide de (28), on peut écrire l'inégalité (27) sous la forme 


(ADP —1) ed = 4, 
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ce qui veut dire que AoA’ — r est inférieur à la racine w de l'équa- 
Hon wree™' = 1. Or, l'inégalité Aga’ — 1 Lo (29) équivaut à (24). 
En effet, |. 


Yio) = wlio)! 8. 


étant une fonction croissante de l'argument positif w, on peut écrire, 
au lieu de (29), 

DA PAP— 1) << (ow), 
et l’on a, grâce à (28), 


DA OP — 1) =( Vo — 1) (A BRE)! P= | Nazi! \P( None pt =e pis 
Notre théorème est démontré. 


Le cas particulier le plus intéressant est celui de l’ordre un. La con- 
dition (24) devient | 


(241) At =), 
où w est la racine de l'équation we’! = 1. On trouve 
0, EN 4 


Un premier exemple est fourni par la série d'Abel (n°2). Si 


D à Li ATV: 
on obtient 

RES ' 
== lim RE | a 
n > 11 


Une fonction /(æx) d'ordre 5 £1 est développable en série d’Abel 
pourvu que, dans le cas 5 =1, la raison de la progression arithmé- 
tique que forment les x, soit inférieure en module HR où A est 
le degré de f(x). C'est le résultat dû a Halphen. 

Supposons encore que l'on ait 


Seen) ; ; 
<= lim (OST 6 
n>z\n 


le développement sera possible pour toutes les fonctions entières 


3%. 
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d'ordre 9 <2 à condition que le degré A vérifie l'inégalité 


. 


(24") À AT L =0,199 ...; 


LD po i 
car, cette fois, w est égal à 0,477... 
Signalons encore le cas limite suivant du théorème III : si l’on a 


—— logs 
Ho eee 
n> w logn 


— , 


le développement (2) a lieu pour toutes les fonctions entières d'ordre 
fini. fies 

Dans ce qui précède, nous n'avons fait aucune autre hypothèse rela- 
tive à la suite æ, que celle de la limitation de la croissance des 
sommes s,. Or, il peut se faire que la distribution des x, soit telle 
que €, croisse moins vite que s,, le cas où les £, sont bornés n'étant 
pas exclu. 

Les résultats qu'on obtient en limitant la croissance des £, sont un 
peu plus précis que ceux du théorème précédent. 


COMPLÉMENT AU THEOREME IIIT. — Si, aux hypothèses du théorème I, 
on ajoute la restriction 


» we 
(30) lim = be OST) 


les fonctions entières d'ordre ¢ et de degré À admettent le développe- 
ment (È), méme dans le cas où l’on a 


(51) OA(OT)P< wP(w +1)!'-P, 
Tica mats are ry 
w désignant la racine positive de Véquation 


(32) mP err! = 9, 


En effet ('), l'inégalité (26) subsiste dans le cas considéré, À dési- 
So ae BON. SE RP Re TE 


‘t) Observons que l’on a 


PONS 


v 


F4 


ou bien à 
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gnant, cette fois, la racine positive de l'équation 
AP—ILA — (07 +2)] = - 
La condition de convergence (27) a lieu aussi, À étant donné par 
AMAR — Or) — 5 
et elle est équivalente à la suivante 
(A OP — 1) ef <9 
Aphex I<, 


w étant définie par (32). La transformation finale avec la fonction L(w) 
nous ramène enfin à (31). FX TE 

Si 0 tend vers zéro, w, d’après (32), est asymptotiquement égal 
a7, et l'inégalité (31) devient | 

e? 


(317) a pAP< = 


Aussi, le cas important où l’on a 


(30!) lim 


(c’est-à-dire 0 =0), n'est-il pas exclu, mais l'inégalité (31) est rem- 
placée alors par une inégalité plus simple et moins restrictive (31'). 
En écrivant (31) sous la forme 


[A] 


P 
pam< (à) (@ +1) 8 
et, en désignant le second membre par ®, on trouve 


AD w \ Prt 0 wih es 
Qo eNO Deer ; 


et l’on vérifie aisément que ® croit lorsque 0 décroit de 1 jusqu'à o. 
Un exemple, qui correspond au cas 4 = 0, est fourni par le dévelop- 
pement procédant suivant les polynomes d’Euler (4) du n° 2; cette 
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formule est valable pour toutes les fonctions entières d'ordre inférieur 
ou égal à 1 à condition, toutefois, que, si £ — 1, le degré A satisfasse 
à l’inégalité 

A< — = —— 


CHAPITRE IV. 


9. Distribution des séros des dérivées successives. Les fonctions 
entières d'ordre fini. — Le théorème IIT nous donne des rensei- 
gnements sur les zéros des dérivées des fonctions entières d’ordre 
fini. 

Une fonction entière f(x) étant d'ordre ¢ et de degré A 

(0 TP LS, om A< EN, 


st une suite de points &,, X,, V2, ..., Ly, ... est déterminée de telle 
manière que x, soit un 3éro de la n°" dérivée f"(æ)(n =0,1,2,...), 
on a nécessatrement 


! 
aad net 


D: ; F 1 _@(@ + 1)? - 
(33) Der => ty 2 ———— ( Uy = | Ly — Lyy |). 


APP vat (Ap)? 
où w est la racine positive de l'équation 
(29 ) mPetsta— 1. 


Si le degré À est égal à zéro, on a méme 


n—1 


’ : I 
>= lim — TRE 
u> xa — 


celte dernière relation étant encore valable pour toutes les fonctions 
d'ordre inférieur à ¢. 


Il est à remarquer que c’est la limite inférieure qui figure dans le 
premier membre de l'inégalité (33), tandis que c’est la limite supé- 
rieure correspondante qui figurait dans l'énoncé du théorème III. Ceci 
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tient a ce que, en vertu des hypothèses f(a) = a(m20), ona 
fi oy SNe ae) 
et, pour faire voir que l’on a f(x) = 0, il suffit de démontrer 


lira PR (r)l—0, 
n > 


’ L] » _ . . . . 
et c est ce qu'on démontre justement en partant de l'inégalité contraire 
à (33). 

> WC . . . 

D’une maniere semblable, on obtient le corollaire suivant du com- 
plément au théorème III (Do): 

Une fonction entière f(x) (0) étant d'ordre ¢ et de degré A 
(o< e 0,0 < A Lœ) el la signification des x,, et des u,,(m20) 
restant la même que précédemment, l'hypothèse. 


DEC + 1) P< 6 Ath = 
2 


où w est défini par l'équation wfe"*\= 1, et où l’on a posé 


entraine la relation 


0" étant lié à 7’ par le système des équations 
D'ALO T) = w'P( wap, 
oy F eO+!— 0e. 
Voici une conséquence particulière intéressante : se f(x) est une 
fonction d'ordre un et de degré A (> 0), ul est impossible que toutes les 


aorivees f"" (y(t = 0,1, 2,5%-) possèdent des zéros dans un cercle de 
rayon R fixe tel que 
I 
R= ——. 
te 2eN 


Si f(x) est d'ordre inférieur à un ou d'ordre un et de degré zéro, tl 
est impossible que toutes les dérivées possèdent des zéros dans un domaine 


fini. 
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Admettons le contraire. Si chacune des dérivées f(a) possède 


: ° ee < I 
au moins un zéro x, dans le cercle de rayon R inférieur a A’ On a, 


. évidemment, 
} I 
='<2R. Ale 
LE < Ae’ 
done 
I 
Ar. 
, € 
Comme 
: Fa 
lim =e. 
n>x LE 
S n° 
‘on doit avoir 
oOo, 
ce qui entraine 
r I 
a == 0, Go:  — 


et ceci est une contradiction avec notre hypothèse. 

On peut énoncer autrement les propositions de ce paragraphe, 
par exemple, une fonction entière quelconque f(x) d'ordre p et de 
degré A est entièrement déterminée par l'ensemble des valeurs f\" (x,) 
(n=0,1,2,...), st la condition 


n—1 5 —1 
ET © (w+ 1) 
lim — DEEE Lye, |< —— — 
nr? 0 v—0 (Ap)? 
avec we e*! = 1 est vérifiée, etc. 


Exemples. — 1° Soit 


Hej=sce (A> 0). 
On trouve 


nr) = Ares 2), 
fr (x) e (+5) 


En posant 


il s’ensuit 


% 
4 
1 


é 
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et l'inégalité 


| c'> 02278 
- L] - A 
est satisfaite. 
2° Posons 
oS viv—1) a 
Le mld) 
Ja) YA (jalénago agi) | 


re | 
On a l’identité immédiate 


pe JA) =J{(ax) 
donc, en général, 
nin—1\ 


SPN Ney RE Ye 
Par suite, les zéros de f(x) et de f(x) se correspondent un à un 
de telle manière que, € étant un zéro de f(a), Ex" est le zéro homo- 


logue de f(x). 


Soit 
2 —= ei? (0o<9< 27). 
Posons 
; Ta t= ey 
alors 
Ln —- Ens) = 2|E| sin #; 
donc 
P 


T'=2|E|sin =. 


D’après notre théorème, ona 


ou bien 
F 1 
FA Serra 
2e sin£ 
2 
On en conclut que f(x) ne s’annule pas dans le cercle de centre 


SMS I ; 
origine et de rayon ——-— Lorsque o tend vers zéro, ce rayon aug- 
2 esin + 
2 


mente indéfiniment ainsi qu'il fallait s'y attendre, car /(æ) converge 


alors vers ec”. 
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3 Considérons /(æ) = e~*"(A > 0). Le calcul nous donne . 


eke? ae a 


F Ar 


n! pet pit É 4 | n! = rs. 
En de = Goya EVA) = qu(2x VAR), 


V0 


où l’on a posé 
L n 
“( ENG 2 JAN eee 
r1) = — — — — — ere I —— — —— 
bat >! SL x n 2 n n (2%)! 


Or, 9,(w) tend d’une manière uniforme vers cos u dans tout domaine 
fini. Par suite, le plus petit zéro de 9,(w) (positif, pour fixer les idées) 


. , CE] , x . TT 
tend vers le plus petit zéro positif de cosu, c'est-à-dire vers =: Il en 


résulte que le plus petit zéro positif de /?"(x), soit æ,,, satisfait à 
l'égalité asymptotique | 


T 
Lyon TV 
4\ An 
En posant r,,,, = 0, on obtient 
Sant Sen | L'an — Tony ol ay — Lene | as on | Te LIT 


Done 


résultat conforme à l'inégalité exigée 


ade. 


"> 


1 Soit /(v) =e" —e*", 3 étant un nombre tel que [saa See 
(Le cas | s|>1 se ramène à celui que nous envisageons.) Ona 


fon (7) et" — zu ex, 


Les zéros de f(x) sont compris dans la formule 


n logs + 2Ant 2 : : 
ee ed (A entier arbitraire ), 
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Posons 


Vu 


la détermination du logarithme étant choisie de telle manière que 
| logs] soit le plus petit possible. Comme tous les points x, sont situés 
sur la même demi-droite, on obtient 


aan Saks logs 
lim ah Stig ot et) ae 5 
seat ce ( n> n n>xi ia ies 
d’où il résulte 
T5 ; 
AZA;—=0 em avec! themes Tt 
@s 


Déterminons la suite x, d’une autre manière, en choisissant x, de 
sorte que |z, | soit minimum : 


! HAL SEE 
a nlogs— ani} n +- QU); 
1—5 us 2 


On trouve 
x 3 TL, | log! 5 | 
(34) | one pe SET 
eee iD pls | 
Calculons =. Ona 
logs — 2x0 logs 
By Ly ae ou oe 


suivant qu'il existe ou non un nombre entier dans l'intervalle 


\ 


ie I log z 
(r + <5 (n+1) —E +=): 


2% Tr 
Par conséquent, 


m3 


Sn > | Py — l'y [= m 


p=0 


(logs — 27) logs 


+ (n — m) 


— Toa E 


ou m désigne le nombre des entiers compris dans l'intervalle 


(+ (7p sad +- ‘). 
2 PTE 2 


Puisque 


(1) On suppose 0< Ilogz < 22. 
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on obtient | à 

ri (1 a) 
on 

‘ Les valeurs de = et 4 étant définies, en fonction de =, par les éga- 

lités (34) et (35), on conclut que 


A>A,— 


(35) = lim “— Lins 


n> © .2T 


(logs — 270) 


2. 


logs 


I-23 


6) 


La : 


w étant la racine de l’équation we°*!'= 9. D'après notre théorie, 
il faudrait choisir le plus grand des nombres A, et A». 

Poussons notre étude un peu plus loin en supposant que l’on ait 
z= e'?(0< 97). On obtient dans ce cas 


0 
9 6) SIN + 


Es 
| 


— (on Der) 
? 


27 sin 


? 
2 


NE 
£ eo(2T—9) 


On s'assure aisément que, lorsque + croit de o à +, l'expression A, 


— Ona A, > A, ou 


, x . 20 , + a | Pu 
décroit de wa = et l'expression A, croit de de 


A, << A, suivant que 9 < 9° ou 9 > 9%, où 


: 1 

= ( \r 0,687. 

bas "TNT 

10. Convergence des séries (2). Fonctions entières d'ordre 3éro ou 

infint, — Passons en revue brièvement l'étude des séries (2) dans le 
n=l 


cas où les sommes sections MARDI, supposées indéfiniment crois- 


Rost 


santes, sont d'un ordre de croissance plus élevé ou moins élevé qu’une 
puissance quelconque de n. Tl suffira de considérer deux cas typiques. 


THÉORÈME IV, — Sr l'on a 


— logs 

: nen 5 
im = = (rer 
n >" 


n 
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toute fonction entière f(x) d'ordre zéro et satis faisant à la condition 


7 log M(f, r) ery 
deep Fe en) 


est développable en une série (È\ correspondant à la suite. 
y (V0, 1, 2.008 


la convergence étant absolue et uniforme dans tout domaine fini, pourvu 
que la relation 
¢ 
36 hee 
soit vérifiée. 


Démonstration. — Comme précédemment, nous partirons de liné- 
galité 
M(f'", Sn) si! 
n 


[Ra(r)|< 1 ST) 

e étant un nombre positif arbitrairement petit, on a, pour n assez 
grand, 
La 


1 
a elt) ne 


En posant, dans l’inégalité fondamentale (9) du n° 4, 


1 [ats |é 
Rae Reser ese. 


ce qui est possible car, en vertu de (36), R est supérieur a7 pour des 
valeurs de » suffisamment grandes, on obtient, en vertu de nos hypo- 
theses, 


“sal 1+e 


1 n 8 
PP ET on ? 
—+ (+) Fe Laue 


à iÀ + 8) logt-+? i 1 
Myf, Sn) e'\+ei log? R te eidre? Pee 


n! WS (R—r)y : 3 
n 1 
lasetcad — elt rene 


Par conséquent, 


RENTE TR 


p Saree le 
2 sane 7 n 
(37) LR,(2y le (A+€)° (1+p) € : 
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Comme « est arbitrairement petit, la quantité entre parenthèses 
diffère aussi peu qu'on le veut de 


— © —7T (siA>o), 
et cette dernière quantité, d'après (36), est positive. Il en résulte que 


e étant choisi suffisamment petit, le second membre de (37), donc le 
premier aussi, tend vers zéro. La même conclusion a lieu, si A=o. 


CoroOLLAIRE. — St, x, étantun zéro de la n°" dérivée f(x), on a 
LES | 
É 1 
lim = log Ÿ ic ( ty= | ty — Ly |. p > 0, 720), 
n>n ¢ 


=O 


la fonction f(x) supposée non identiquement nulle, jouit de la propriété 


suivante 
jte log M(f,r is pe 1 
sem Gorrie? a= iP + o)'+P TP 


r 


(sit>o) 


ou bien West pas entière. Dans le cas où = = 0, la dernière inégalité doit 
être remplacée par la suivante 


— log M(f, 7) 
lim oe 
ret ct (logr)'+ 


Exemple. — Revenons à la fonction f(x) considérée dans 


l'exemple (2) du n° 9, en supposant cette fois |a| << 1. = étant un zéro 
. r ñ ~ . 
de f(a), 2x" est un zéro de f(a), En posant x, = Cx”, on obtient 


| 


n—t 


pig 
lim — log u, — log 
ù n s>, V = 


” 


be — |) 


Par suite, on doit avoir 


di 
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—~ 
~ 


THÉORÈME V. — Sr lon a 


Sn 


toute fonction entière f(a) satis faisant à la condition 


-— log log Wf. 7 
lim = roa LA bits 0 (\>o) 


RER [pie 
est développable en série (2) correspondant à la suite 
VE (PA DEEE reel in Cee SO 


la convergence étant uniforme dans tout domaine fini, pourvu que la 


relation 
\ 


(38) As 
sout vérifiée. 


CouPLéMENxT. — Sc l'on adjoint, aux hypothèses du théorème précédent, 
la condition 


(3q) \aee 


Démonstration. — Comme le théorème V n’est que le cas limite du 
complément, lorsque § =1, il suffira de démontrer le complément. 
On a, pour » suffisamment grand, 


1 n 

‘ ‘ ! , = = 

R,Gry <== MM | RON EE 27) (sen | (sey (loony 
; nm. ; 


ec 


: étant un nombre positif arbitrairement petit. Posons, dans l'iné- 
galité (9) du n° 4, 


! 
1) 2 R -- { log 
r=(9 +8) log’n. à - boxe 


È 


5) — 


44 : W. GONTCHAROFF. 


[ce qui est possible grace à (39)]; nous obtenons comme plus haut 


2 


A+E R 
I FA 5 et 
= MIS RE on PS 
ñ : . aye 
[rl tognÿ | = 
- e lu I 
= 7 = 
1 Via (log n )* 
A =&.5 > "i 


Il en résulte 


“Reins 


D'après (39), on peut choisir < tellement petit que la quantité entre 
parenthèses soit inférieure à l’unité, et le reste R,(x) tend vers zéro 


1 
avec —- 
n 


CoROLLAIRE. — St x, étant un zéro de la n°" dérivée f'" (x), on a 
u +1 
/ i I 
M40 lim —— Sins: (y= ay, |. FS SO}, 
Ur 2 > y . 
log’n'y=0 


la fonction f(x), supposée non identiquement nulle, jouit de la propriété 
suivante 


- (sit >o) 
re (e+ 1)T 


ji > 


ia log log M(f, 7) > | 1 ib 


ou bien n'est pas entière. Dans le cas où = = 0, la dernière inégalité doit 
étre remplacée par 
—— log log Mi fr) 


lim 
sess re 


St l’on joint à (4o) la condition 


— wr y 
lim 2 —4= (OST), 
tir & ‘ 


log’ n 


on obtient une inégalité plus restrictive 


Tim dog og MOP ry sf es 
are re ax (e+ 9)7_ 


re 


SUR LES DERIVEES SUCCESSIVES DES FONCTIONS ANALYTIQUES. 45 

Il parait y avoir peu d'intérêt à poursuivre l'étude de la convergence 
des séries (£) en admettant que les sommes s, croissent de plus en 
plus rapidement ou de plus en plus lentement, ou bien en caracté- 
risant l’ordre de croissance des s, par des relations asymptotiques 
plus précises que celles dont on s’est servi dans les théorèmes ILI-V. 

Ce qui précède suffit pour énoncer ce fait général : plus faible est la 
croissance des sommes s,, plus vaste est la classe des fonctions qui 
admettent le développement (2) correspondant. 


11. Remarque sur le choix des points x,. — Dans les théorèmes HI-V 
rien n'était supposé sur la distribution des points +, dans le plan, 
sauf la restriction relative à la croissance des sommes s,. D'autre part, 
la fonction f(x) était soumise à la seule limitation concernant la 
croissance. Ces deux conditions remplies, la fonction f(x) admet le 
développement (2) correspondant. Or, si une fonction f(a) étant 
donnée, on choisit convenablement les points x,, le développement 
peut avoir lieu avec des hypothèses beaucoup moins restrictives que 
celles de nos théorèmes. Quelques exemples suffiront pour le faire 
voir. 

D'après le théorème III, toute fonction entière d'ordre 1 et de 
degré 1 est développable en une série (~) pourvu que l'on ait 


—— $ 
Mond 223 8-8. . 53 


hp © 


Soit, en particulier, f(x) = sina. On choisira tous les points à, réels. 
On a sur l’axe réel, pour toutes les valeurs de n, 


dt : 
Sind | > L. 
de" . 
C’est pourquoi, il s'ensuit 
i] I es n 
R,: wy << n! Sh PS = se = ) 
a \ OT It 
Il suffit d’avoir 
ae LL J y 
lim = eo: 06! 
rn (sd 


pour que le développement soit possible. 
L'exemple suivant est di à Halphen et concerne les séries d'Abel. 
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Soit x, = nl(n =0, 1,2, ...), f(æ) = e*. Ainsi que le théorème III 
nous l’a appris, le développement 


4 per = aby * 
(2) varde ye mx DO | 


est valable dans tout le plan dela variable wx, si le paramètre ¢ remplit 
la condition |t| <w. Or, le module du n*™ terme de la série préce- 
dente étant asymptotiquement égal à 


a 
{ 


I ; 
zlib perk" ym (to), 
n? 


e 


SR 


on s'assure directement que la série est divergente ou convergente 
suivant que expression 
FE ES 


est supérieure ou inférieure à 1. Remarquons en passant qu'il y a diver- 
gence pour { — w + 2, quelque petit que soit < > 0, de manière que, 
sans introduire d’hypothéses particulières, le théorème III nous donne 
une borne exacte pour le degré de la fonction à développer, au moins 
dans le cas où ¢=r. La région du plan définie par l'inégalité T = 1 
est formée de deux parties dont la première (CL) correspondant à 


Rt2—1 


a l'aspect dune boucle entourant l’origine, tandis que la seconde (0), 


qui correspond à R1£— 71, s'étend à l'infini; elles n’ont qu'un seul 
point a= — 1 commun. En désignant par #(x, t) la somme de la 


série dans le second membre de (2), on s'assure que F(x, ¢) est une 
fonction holomorphe des deux variables .r et ¢ tant que t reste compris 
dans un des domaines (CL) ou (@). Comme * (a, t) se réduit à e* dans 
le cercle lo qui fait partie du domaine (&), on doit avoir 


PARENT EE 


dans tout le domaine (cL), Par conséquent, le développement (2) a 
lieu dans tout ce domaine. 


ee Tae 
ae iON Se is : 
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CHAPITRE V. 


12. Fonctions indéfiniment dérivables sur un segment. Distribution 


des 3éros des dérivées successives. — Il a été établi (n° 4) que, si une 
fonction est analytique au point x — X, aucune suite de zéros des 
dérivées successives .x,, æ&,,Æ:, ...;&,, ... ne peut converger vers 


le point considéré sans que la série S|.v,— a,,,| soit divergente. Or, 
même dans le cas où la fonction n’est pas analytique (toutes les 
données étant, cette fois, supposées réelles), notre méthode permet 
quelquefois d'obtenir certains renseignements sur la distribution des 
zéros æ,. La proposition suivante nous en présentera un exemple. 


THéorÈmE. VI. — Soit f(x) une fonction d'une variable réelle x, 
définie dans l'intervalle a<£x<b, où elle est indéfiniment dérivable. 
Désignons par M, le maximum du module de la n°" dérivée f'" (ax) dans 
l'intervalle considéré. Soit, DUTT ee Lu es ie UTE SILLS. 
de zéros des dérivées successives convergeant vers un point X(a< X <b); 
la série X| x, — 2,,.,| = Su, est supposée convergente et l'on pose 


St o(n) est une fonction croissante de Vindice n, jouissant des pro- 
‘ C 
prictés : 
log of (1+ Aye | De 
log o(n) 


lim O( 2) = x. lim Ch =O). 


N> x UE: 


alors l'hypothèse 


los Î 
ey n! 
NE (720) 


lim Gi 
log ME) 


nn zx 


entraine la conséquence 


log 
tad 
On 


RE ee ere 
log g(r) ra 


lim 


NPE 


4 x 
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Démonstration. — - De la formule 


pn | ja n+p 1, : 
f'™(X) SA dom [| CE ba” : us fit) (a+?) da'"+P), 
L'n+1 Tatp-1 
on déduit 
n+p—2 p F 
1 1 Nee : & à ~ see. : 
| fim (X) | Spi He x hale | Ke 2 | zy — Ty 4-5 ) Sp! Mn+p(2Pn)? 5 
donc ; 
FOOT ct JPY Mur le, y= ABC 
a Sorat eal line pitt cae 
Soit, par impossible, 
log - à 
lim St Pade, —— T0: 


= logo(n) 


Désignons par # un entier tel que 


q 


(42) k> 


et posons, dans (41), p = Æn. On trouve alors, sifn augmente indéfi- 
niment, 


( J. k+1 
lim A = SE ae 
D’autre part, | 
(G+£ (+5) à 
B ie, y(n +p) » MZ piG+8) +k) log g (t+) a} 


p 
a“ 7 
Cs ff he AT Nos p(n), 
o(n)* 


Par conséquent, 


i: iO +E) t) a hae 
(tx log gi | 1— ha EUR SEE | 


(T—E)# log O(n) 


(43) ABC < he 


Lorsque 7 croit indéfiniment, la quantité entre parenthèses tend 
(g+e)(t+h) 
(t—e)k 
expression, d'après (42), est positive. Il en résulte que le second 
membre, donc le premier, de l'inégalité (43) est infiniment petit 


vers 1 — Si l'on choisit e suffisamment petit, cette 
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I 
avec ~- Done, en vertu de (41), 


him ET — 
n> ow . 


Or, ceci est ouh avec l'hypothèse limx,=— X (théorème I). 
. ° . . Joie 
Par suite, notre proposition est établie. 


1 
A titre d'exemple, considérons la fonction f(x)— e* dans l’inter- 


valle (— 1<a<o); on pose f"(0o)=o(n— 0, 1,2, ...). On trouve 


n 
1 


ni(n—1)! I . 
in) L)—(— 1) e*. 
HAS as io er HU 
m= 


a étant un nombre négatif, ona 


L 
pt n + me HI 
#<( : ) <(n+m)!. 


Par conséquent, 
n!(n —1)!(n +m 
PR cuite) 


'(m—1)!(n—my)! 


mat 
À (a + my! (n — 1)! 
= | 4 D Re NN a 
m ! (m—1)!(nr — 1m)! 
m1 
(an): (a —1)! < 
n ! — TE SAND. 
be Den n! Sn fan) 
m=1 
donc 
Ms men 
n! n! 
d’où l’on obtient enfin 
n M, 8n 
ga ss (A) 
n e 
D'après notre théorème l'inégalité 
Rs 
/\L, 
log \/ = 
ie (ee Tes 
lim i 
née Op 
/M, 


n t 
—- En effet. A étant un nombre 


WY 


(1) Observons que l'on a, d’autre part, TE 


Ann, Ec. Norm., (3), XLVIL. — FEVRIER 1950. f 
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entraine 


| I 
OL 


5 n 
Lim suf 
rn 


n> 2 


où l’on entend par 2, le plus petit, en module, zéro négatif de la 
nme dérivée, ou bien 


I 

log rat 
lim TS <1 (voir n° 5). 
n+ 2 0$ 


Autrement dit, il existe une infinité de valeurs de l'indice x telles que 


I . 
nite’ 


d'a oe 


quelque petit que soit le nombre positif <. 


CHAPITRE VI. 


13. Les séries générales procédant suivant les polynomes P,(x). — 
Soit une suite de points 2%, 2y5_...5 Bas soo» Ct Pa(T)(n—= 0,1, 2,2), 
les polynomes associés à cette suite. Nous allons rechercher sous 
quelles conditions une série de la forme 


D talotr) 


ant 
est convergente et quelle est la nature de la fonction qu'elle repré- 
sente. 


Observons d’abord que, x et y étant deux nombres non négatifs. 


tel que 0 < hk <1, l'application de la formule de Taylor nous donne 


SiH h) = (Hay frn(—0h) (0 <<), 
done 


M, pee 
— 2 = | fi) (— Oh)| = i f+ 


nt =p 


En posant A —) on obtient l'inégalité cherchée. 
vn 


& 
3 
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l'inégalité 
(45) (West Lees ant yeh À Cet Le (a, 6 x) 


a toujours lieu, si x et 5 vérifient l'équation 


On le démontre bien facilement en déterminant le maximum de la 
fonction de ¢(t >0) 


: (1+t}t 

ES (H 0). 
A l’aide-de la dérivée 

v(t) y = 2" (pros 


HN ) 
v(t) (ult) (64-4) 


on s’assure que le maximum de U(¢) est atteint pour ¢= v. et est égal 


PES à a! s ; se 
à ( ) de manière que l’on a, pour toutes les valeurs positives 


de t, 
(1+ td)! < nr TES 
Pe ee je= b- J 
Il suffira de poser 
Jy Po ree 
Ss = + = 
x eB’ be : 


pour obtenir l'inégalité proposée. 
Occupons-nous maintenant de la série (44). En s'appuyant sur 
l'inégalité (6°) du n° 3 ainsi que sur la relation (45), on obtient 


C2 


Ke 1 { ‘ : \ ' 
Sicai | Paley |< D ear, Ste is 
re | 


n= LEO 


x 
SA “dl | [TE earth ETS gut 
<{mi+) Ci INO Sut Pu Vy) 


n=l 


a “a 
<leol+ > ali + len lBnet, 
| 


D | 


WA 


46) >, a Pr (a) 


où l’on a posé 


n=} 


PS Apel d 27 
lo | — do | ST fer 
i) 
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et «, et 8, sont des nombres réels supérieurs à t, vérifiant l'égalité 


(47) | sta (n —=1, 2. oh 


Élucidons d’abord le cas où la série Lu, est convergente. Soit 


lim 2X. 
n> 


i) CR) =o Cpa (xv — OG yr, 4 


n=0 


et posons 


en désignant par R le rayon de convergence de cette dernière série. 
Ecrivons l'inégalité (46) pour la série qu’on obtient cn différentiant 
m fois la série (44) 


x nx 
n! 
LA » pi . je | a la H gli 
(48) > Chl CN ae Ce | =e > (n—my)! i Cn to Sram 
n=m nm + 
= ' 
A Lt nm: | ox Rn rit 
hei (ter DOME) 
, n=m+\ s 
où l'on a posé 
n—1 
TE a it a 
dust — Lm Às Sn ma uy. 


Soit < positif arbitrairement petit. On peut choisir m suffisamment 
grand pour que l’on ait s,,< € quel que soit rn(>m). Si l’on pose 
encore 


R — € 
TR eee (n 2m +t), 


© 


la premiére des séries dans le second membre de (48) sera conver- 


gente. D’après (47), on trouve les valeurs de 3, 


‘ 


R—é 


Fics ae (m2m + 1). 


7” 
Pa 


En tenant compte de ce que l’on a, dans l'hypothèse |a — X|<R’, 


Mand |e \ | Shek he EN mec! = €, 


on voit que la seconde série dans le second membre de (48) sera aussi 
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convergente dans le cercle | a — X|<R’, pourvu que l’on ait 


ea e)<R. 

Comme, par un choix convenable de ¢, la différence R—R’ peut 
étre rendue aussi petite qu’on le veut, il est évident que la somme de 
la série (48) est une fonction holomorphe dans le cercle |a — X|<R. 

Soit f(x) la somme de la série (44). Si o(z) est une fonction entière, 
f(a) Vest aussi. De plus, l’application de l'inégalité (46) nous fait voir 
que l’on a, quelque petit que soit <, pourvu que |x| — r soit suffisam- 
ment grand, 

M(f, r)<M[o, + er, 


de sorte que la croissance de f(x) est à peu près la même que celle 
de (x). 


Passons au cas où lims,—,.et admettons pour simplifier 2, = o, 
n+ x 


donc r, =r. Faisons l’hypothèse que la série 


ET A 
Sert 


est convergente ('). Alors, À,(n2 0) étant une suite de nombres positifs 
plus grands que un, si la série 


D | Ch See 


est encore convergente, on a nécessairement 


» - 3 4 eu g° STE 
(49) My, r= Ki +> Cn ees 2) : 
AREA = 


où K est un nombre constant. Pour le voir, il suffit de faire dans l’iné- 


(1) D'ailleurs l'hypothèse contraire n'est pas incompatible avec la convergence de 


la série (44). Par exemple, » étant la racine positive de l'équation mee*!=t, la 
: ; : eu 
série (44) est convergente uniformément dans tout domaine fini. si ¢, = TT? 


ry, = no. sans que la série Z| ¢, | $7 soit convergente, 
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galité (48) e 


An—N\ ne 
donc 


Lorsque la série dans le second membre de (49) est convergente (au 
moins dans un cercle de centre origine), on obtient une limitation de 
croissance pour la fonction f(x). 

Considérons, par exemple, la série, procédant suivant les paly- 
nomes d’Abel 


# = w(u— ny" 1 à ; 
(eas +> nti ene PORTES 
nn 


En posant 4, =e", on obtient une série convergente 


par conséquent, 


; : = I r \Nn 
Mer. rie +» PT =o ) ? 
REA I—e LE / 


et un calcul facile nous montre que f(a) est une fonction entière 
’ à 1 Re 
d'ordre ¢ = = et de degré fini. 

Mais le seul cas qui nous intéresse dans ce qui suit est celui où 
l'on a 


LES ie 7 
lime s,, Vi CNE, 


nr 


\lors, on peut poser 


(tant un nombre arbitrairement petit, et l’on obtient 


x 


Mi fis K +) le, (3): 
l—/ —* 


Ê 
nest 


En d’autres termes, on a, pour des valeurs suffisamment grandes de r, 


(30) M( 7.733 4 VE ( = +e)r|. 
PE ET ‘ 


re. ae 
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En particulier, admettons 


1 ! 


Er Sn SAP inn 2e LE 
sl tae im ne y/le,'=( Neo)? 55 (Owe BAS ON) 
Nae x U > x = ev 

‘ I 

Siag=-,o0na 
9 
= lines, \ oy NY, 
HE Se 


donc 
MOVE M[ 9. 11 2)r], 


de sorte que l’ordre et le degré de f(a) ne sauraient surpasser ceux 
’ . I 
de f(x). Sis=-,0na 
4 


Nf 


-~ SR ESS x mt 
ag FO Gn === Neon 
UE se * 


par suite, à condition que cette quantité soit inférieure à 1, 
Mifiri<MI 9. | 


IA eh 


donc l’ordre de f(x) est égal à celui de o(.r), c’est-à-dire à :, tandis 
que le degré de f(x) est inférieur ou égal à 
\ 


? fale. 
|, 7 vente) 


On peut résumer les résultats essentiels de l'étude précédente sous 


la forme du 


Tuéorime VII. — Soit P,(æ)(n —0, 1, 2, ...) le système des poly- 
nomes associés à une suite donnée x,, X,, Æs, .... Posons 


Mane if 


; ~~ tore 
My Sey Ty ys Sh > Uy ie Tk 


We 


Soit, d'autre part, Co, Ci, C2, ... une suite de nombres complexes. 


œ 


Désignons par f(x) et par 2(x) les sommes des séries >, €, Patel) et 


a 


pa c,æ" tant qu elles sont convergentes: 


0 
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1° St la suite des s, est bornée, le rayon d'holomorphie de la fonc- 
tion f(x) au point x=X=lime, ne peut être inférieur à celui de la 
fonction 2(x); si 2(x) est une fonction entière, on a la relation 


(D1) Mef, rv< Mist +eyr]| (Pe fs) 


quelque petit que sout =. 
2° En nous plaçant dans l'hypothèse lim s, =x, supposons que l’on 


n> 

ait Z 

b> Sane Lai ery nd - 

HOGS ii Ce end se Es 

Nr A | 
La fonction 5(x) étant dans ce cas nécessairement entière, la fonc- 
tion f(a) Vest aussi et la relation (30) est satis faite. 

3° Stio(a)est d'ordre fini: et de degré A, l’ordre de {\ x) est in ferieur 
ry i a i fe) ) TA % 


; : : . ; \ 
ou égal az, le degré de f(x) dans ce dernier cas ne dépassant pas ed 


14. Un problème d interpolation transcendant. Existence et unicité 
de la solution. — Proposons-nous de déterminer une fonction satisfai- 
sant a une infinité de relations 


(972) fd Od a oe aaa hy SD RE TI 


otc, et +, sont deux suites de nombres données. 

Le cas classique bien connu est celuiotl’on aw, =\(n=0,1,2, apes 
On sait que, pour qu'il existe une solution analytique au point x = X, 
il est nécessaire que les constantes c, satisfassent à la condition limite 


(93) Tim Ter << æ: 
cette condition supposée vérifiée, une solution est donnée par la série 
de Taylor 


x 


eLcest la seule qui soitanalytique au point æ = X; il existe cependant 
une infinite de solutions qui ne sont pas analytiques. 

Les choses se passent d'une manière analogue dans le cas général. 
Il suffira, pour s’en convaincre, de considérer des hypothèses particu- 
liéres qui paraissent les plus importantes, 


CRE À, à à 
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Tutoreme VIII a. — Admettons que l'on ait lim, = X. La condition 


n > 


nécessaire de l'existence d'une fonction analytique au point «=X et 
satisfaisant aux égalités (52) consiste en ce que l'inégalité (53) soit 
vérifiée. St, de plus, la série Xu, est convergente, cette condition est aussi 
suffisante. Alors, il n'y a qu'une seule solution du problème posé et elle 
est donnée par la série | 


Le 
ae : 
(oy) ery > Caleta 
NE 


les polynomes P,(x) étant associés à la suite x,(n—0,1,2,...). La 
fonction f(x) est holomorphe dans le cercle |x — X|<R avec 


| = 


nn À Bi à 
es TM oa CT, 


Nurse 


pe 


Démonstration. — Soit X =o. La nécessité de l'inégalité (53) est 
une conséquence de l'inégalité fondamentale (9) du paragraphe 4. 
Désignons parc le rayon d’un cercle à!<2: dans lequel une solution 
fx) reste holomorphe et bornée. On obtient, si nz est suftisamment 
grand, 

Mi f, 9) 


# 
AE 


~ 
~ 
~ 
i 
D 


done 


“O1e 


Inversement, supposons que la condition (33) soit remplie. Alors, 


la fonction 
StF) D. De Ni 


est holomorphe dans un cercle |.2|<R, donc, en vertu du théo- 
rème VII, 1°, la série (54), qui donne une solution formelle de notre 
problème, est convergente dans ce mème cercle et converge unifor- 
mément dans tout domaine intérieur, Par suite, f(x) est holomorphe 
pour |æ|<<R. En vertu du théorème | la solution est unique. 

Il n'est pas douteux qu'il existe des fonctions qui satisfont aux 


N 
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équations (52) sans ètre analytiques au point 2=X, mais, bien 
entendu, notre procédé de construction ne permet pas de les obtenir. 

L’autre éventualité à cousidérer est caractérisée par le fait que les 
sommes s, croissent comme une puissance de 7. On fera une hypothèse 
restrictive sur les nombres c,(n = 0, 1,2, ...) qui remplacera l'iné- 
galité (53) du cas considéré tout à Vheure, et l’on se proposera de 
trouver une solution de notre problème dans la classe des fonctions 
entiéres de croissance convenablement limitée, ce qui remplacera 


l'analvticité. 
THÉOREME VIIL 6. — Posons 
ae ere ere. — = 
lim — =, lim - US, dim n? V cn =K 


nex 


où 2,7, 0, K sont des nombres réels tels que 


o> 0, 20. TE 


1°. St = — 0, la condition nécessaire et su fJisante, pour qu'il existe une 
fonction entière d'ordre < et de degré A(>0)('), qui vérifie les équa- 
tions (52), est 


NK ( Neo)”, 


La solution du problème est fournie par la série 


2% ; al 
{4} Op Ata) > a br). 


n=9 


et te est unique. 
a*set-> 0, la condition nécessaire pour que le problème précédent 
soil re 4s prend la forme 
KR, 


et la condition suffisante sera 


(99) K<K., 


(+) On considère ici les fonctions d'ordre inférieur à 9 comme étant d’ordre + et 
de degré zéro. 
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où 
K,— Aone! edn 


À étant défini par l'équation 


(56) Nae ens get 
0 


et 


RE A 


1e r(AeoŸ 


Qt 


La solution qu’on trouve dans l'hypothèse (55) a toujours la jorme (54). 


La condrtion d'unicité est 
PAC IP< mw? (on +1) P, 


pe 


w étant la racine positive de l'équation we“: = 9°. 


Démonstration. — On s'assure d’abord que K 2K,. En effet, on 


déduit de (56) 


donc 


et, par suite, 


D'autre part, évidemment, 


Le cas 1° s’obtenant par le passage à la limite du cas 2°, il suffira de 


se placer dans l'hypothèse => 0. On trouve immédiatement 
on , 1 
CES PEN te tenth 
: Bhs % Es i 


done, d’après ( 21’), 


: AE 4 1 
. EN L 4 eo He a “9 
K = lim n°V'r,l< lim 54 V4 a NP "(95+ ent | IE Let oe 


Nye x > 2 
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2. étant la racine de l’équation 
I 
ANPATI — Oc = £) = =- 
( ) ° 


Comme £ est arbitrairement petit, l’égalité (56) en résulte. 
Admettons, d’autre part, que l’on ait l'inégalité (55). Il en résulte 


: I 
(55') A eg 
Alors, il vient 
1 
ao nee 1 = s —— = 7 : 
lim s,V|en| < lim =, Tim n° EME SEE 
n> œ n>eo +> n>x 


n° 


donc, en vertu du théorème VII, 3°, la série (54) est convergente et sa 
somme f(x) est une fonction entière d’ordre » et de degré ne dépas- 
sant pas 
Ke 

Or, en vertu de (55), cette dernière quantité est inférieure ou 
égale à A. , 

En ce qui concerne.la condition d’unicité, elle a été obtenue dans 
les n® 8 et 9). | 


Exemples. — 1° Soit à déterminer une fonction entière d'ordre 1 
vérifiant les équations 
yey) == on fon (— 1) — gent, 
On trouve 


pat, fs, 60, | ol, 


La condition K<K, se réduit à A2|a|, donc le degré de la fonction 


cherchée ne peut être inférieur à |«|. Le développement formel 


(voir n° 2), 


14, JI+T GA on, a EN: (4x)? i+ x 
Cr) 1+ ct I, ( 1 ) ay El DE { =) Ss E,; “ Fes 
: 4 2. 4 D, 


est certainement convergent dans tout le plan de x si|a|<—, et la 
2e 


somme f(x) est alors une fonction entière d’ordre 1 et de 
degré Lee 


—2e'o! 
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I . 
Lorsque [«|£ 7» on peut affirmer que f(x) est une solution de 
degré minimum. 


2° Considérons le système des équations 


n 


: re n)=n' (it == 0; Ey 2 NUE Ht 
Ici, ona 
3 
= 5 tv. K=e 
2 
La série 
= n 
Sen 7 Pr(x 
fin =S à ER 
. ‘ nm: 
0 


y 


où P,(v)(n = 0,1, 2,...) sont les polynomes associés à la suite de 
ite of % 3 
nombres ÿn, résout le probième. C’est une fonction entière d’ordre = 


et de degré © 3 Ve, et c’est la seule solution du problème parmi les 


fonctions entières d'ordre 2 et de degré < » où w est défini par 


2(1+ @) 


l'équation w?e°*! =r. 


3° Reprenons l'exemple du n° 12 et proposons-nous de résoudre 
P P 


le système 
f'étnt)= et" (ASSO; Te De à); 


Si T=|t|e*"' <1, on trouve une solution 


(57) Pay = + D en FLE, 
7 AE 1 


JL: 
"== 


qui est une fonction entière d'ordre r et dont le degré ne dépasse pas 


en! 
1—T 


Or, dans la boucle (cL) (voir le paragraphe 12), f(x) est égale à e*, 
donc le degré s’abaisse effectivement jusqu'à 1. D'autre part, dans le 
domaine (@), f.(æ) est certainement différente de e” car, lorsque t va 
à l'infini par valeurs négatives, la quantité A tend vers zéro. On déter- 
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mine la fonction /,(x) dans ce cas par un artifice ('). La variable ¢ 
étant assujettie à rester dans le domaine (cL) et la variable ¢ dans le 
domaine (@), on établit une correspondance biunivoque entre les 
points de ces deux domaines par la relation 


(58) t'el = tes 


Ceci fait, on a 


AGEN D yet à Tnt" : 
fuir) =i “y (eet ES > (tery EE ES 


n! n! 


Comme il est démontré que, pour ? compris dans (cL), ona 
| fees vf} 
on doit avoir, pour { compris dans (@), 
lite et 


donc 


+, 


ftarr= ei” 


On voit bien que le degré É de la fonction f(x) tend vers zéro 


lorsque 1 ->— +. 

Nous avons trouvé deux solutions différentes de notre problème 
d'interpolation. Or, en abordant directement les équations (52) et en 
cherchant à en obtenir une solution sous la forme d'une fonction 
exponentielle 


ETS C4 
on serait conduit à considérer une infinité de solutions 
HT ems V0, he toes, 
les paramètres =, étant définis par l'équation transcendante 


se= e!3 


(1!) Voir G. Pouva uw. G. Szecô. Aufgaben u. Lehrsdtze aus der Analysis, I, 
n° 260. p. 135. 
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Des combinaisons linéaires 
f(x) sie 


seraient encore des solutions. 
La contribution essentielle que nous apportons à l'étude de cet 


exemple classique consiste dans le fait qu’il n’existe qu'une seule 


re du problème posé qui soit d'ordre un et de degré inférieur 


7 i où w est défini par |’ équation we®?*'=1, On en conclut que la série 


a donne certainement la solution, pour ainsi dire la moins crois- 
sante dans le cercle |¢ |< w et, d’autre part, dans le domaine [| <o, 
image du cercle précédent que fournit la transformation (58). Pour 
des valeurs de ¢ qui correspondent aux points se trouvant en dehors 
des domaines (CL) et (@), il faudrait chercher la solution la moins 
croissante sous des formes autres que la série d’Abel (57). 


4° Considérons enfin le système des équations 


j a Pein) 1)# "1 RE CRD 0) 
fto}= 0, (tn) = ( HTC A CE PL EE (0) À 
Ona 
1 
GI Sale a eed | HE 
i : t 
Malgré que l'on ait K==— 1, la série 
i PX LL 
x I = = 
a, EI M a te ae en =>, Ss cn 
(59) Se 1) (int) n! dd (nt — Ww) I 
1+ — 


pe 
n=! 5 U nt 


est uniformément cenvergente dans tout domaine, et sa somme /(x), 
comme on s'assure facilement est une fonction entière d’ordre 1 et de 


Lei] 
degré ne dépassant pas ;;: - Ce dernier nombre étant supérieur à le’ 


notre méthode ne Benet sie de conclure immédiatement que f(x) 
est la solution la moins croissante. Il est intéressant de signaler que 
log(1 + x) est encore une solution du probléme considéré. Dans son 
Mémoire, Abel a affirmé que la somme de la série (5g) est égale 
à log(1 + x), à quoi elle se réduit en réalité lorsqu'on fait = 0. 


Lx 
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CHAPITRE VIL. 


15. Les modules minima des dérivées successives. — F(a) étant une 
fonction holomorphe dans le cercle |a|<R(R2o0), on désignera par 
m(F,R) le module minimum de cette fonction dans le cercle con- 


sidéré 
m(F, R) = min| F(p e®) |. 
. p£R 


Sio<r<R, on a, évidemment, 
m(F,r)2m(F,R). 


Taéorëme IX a. — Si f(x) est une fonction analytique au point x = 0 
et possédant en ce point le rayon d’holomorphie R, on a 


. n/m(f'™, ry) 
lim aot dak EAL > 


n>@w 
pourvu que la série Ÿr, soit convergente. 
Démonstration. — Soit x, un point tel que 
RESTE Ana) mf ‘y Ta): 


Comme la série Ê|x, — x,.,|est aussi convergente, la fonction f(x) 
est développable en série (2) procédant suivant les polynomes P,(x) 
associés à la suite æ,(n —0,1,2,...), la série étant convergente 
à l’intérieur du cercle |2|< KR (théorème 1). Les coefficients c, de 
cette série ayant les valeurs 


on à 


mf, Ty 
LS 1 à r n) 


tet 


lim Cn) = hh CT 
… Vi en | im \/ 


n > «© 
# RS 7 Sak Per RE Sok: NI 
Si, par impossible, cette limite était inférieure à > la somme de la 


série, c'est-à-dire la fonction f(x) aurait au point æ =o un rayon 
d'holomorphie supérieur à R anne VII), ce qui est contraire 
à l'hypothèse. 
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Puisqu'on déduit immédiatement de l'inégalité fondamentale (g) du 
paragraphe 4, | 


à la seule condition limr, = 0, on obtient ce corollaire : f(a) étant 
n> 


une fonction analytique au point O et y possédant le rayon d’holo- 
morphie R, on a 

Tras y/ LE ret ay ari, 

n> —— 


pourvu que la série | x, | soit convergente. En particulier, si f(a) est 
une fonction entière, l’égalité précédente est remplacée par la sui- 


vante : 
JL) 
VA ET (Fn == 0) 
see n | 


Tntorime IX 6. — Sr f(x) est une » fonction entière d'ordre p( > 0) et 
de degré exact A( © 0), ona 


RS ane ey (Ae)? 


JL 


HWY 


lim a 


M> 2 


1 
1+2ap(Aep)f 


pourvu que à vérifie l'inégalité 


Di 


- ws 
20 Saba 


0 


(60) 


Démonstration. — Supposons, par impossible, que l'inégalité (60) 
étant satisfaite, on ait en même temps 


f. ’ ! i 


a f Ù = 
| : sro 6 
aw 5 ONE M Ti ) {(\eo) 
(61) K = him \/ DIRE ps << —  — 


n> RP 
1+ 240(\eo)' 


=O} = 


Soit +, un point tel que 


Pre ; 
tty |S <an? LÉ nr) = m/f", A 
on trouve 
n=} n—) . n 1 
\ n= Vay mn SD (el ela S24? NI 2a0n", 


Ann. Ec. Norm., (3), XUVIL — Mars 1990. 9 
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— Sn, 
lin — <920. 
= = ‘ 
(62) u>x 


étant vérifiée lorsqu'on pose += 22¢, en vertu de (60), la fonction 
f(x) est développable en série ren procédant suivant les poly- 
nomes P,(æx) associés à la suite x, 


æ P,(.r) 
izi= DU Er os . 


at 


li en résulte 
1 


Le) >> RME) onl = = ml por, ane!) Fate 


n=0 no 


Puisque l’on obtient, à l’aide de (61) et (62), 


LL , a f 1 \ 


ee —— ; 
= —1 1 ( —1 

—— al ww, an? }e = ny 7 ane ) . 

ms, À/ ck at Dw À 220 Tim 2? be Loc OR ON 2 à 


1 
a> z 


n! EE n! 


le théorème VII, 2°, nous montre que /(x) est entière d’ ordre ¢ et de 
degré inférieur ou égal à 


K° 


ep(i— 2a0Kk 


Or, d'après (61), cette dernière quantité est inférieure à A, ce qui 
est en contradiction avec l'hypothèse que le degré de f(x) est égal 
à À. 


: . . ‘ ‘ > . I 
Faisons remarquer un cas particulier du théorème IX : si = < = ky 
ona 


: 
= u/m( fe, ant de 
lim ne 


et Vinten 4 2 (Aen, 


Plus généralement, si lime, = 0, ona 


n L 


1 = —1) , 
D we m fr. à ne | > 
lim n° — >(Aen}?. 
A+ nm. 
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On déduit de cette inégalité, à l’aide de l'inégalité (21) du para- 
graphe 7, la relation suivante qui parait intéressante : si les points 
Tn(R = 0, 1,2, ...)jouissent de la propriété 


li Ly 
im —_-— 7 LE, PR 
i 


nu =x = 1 
ne 
ona 


: n (.7 al 
(63) lim AVE LT AN conf: 


“> x 


x ar : 5 1 
Il est encore à noter que, dans le théorème IX 6, l’exposant - — 1 
: 9 
ne peut étre remplacé par un nombre plus grand, ainsi que le fait voir 
exemple /(.c)=e*, ni le coefficient & ne peut croître indéfiniment 
avec m, ce que montre l’exemple - 


f 


fir =sin( pe = : 


Par contre, il nest pas exclu que la borne (60), qui impose une 
limitation à la croissance de x ne soit pas précise. 

Le théorème IX b présente une extension de la proposition suivante, 
qui est une conséquence du théorème III: si, /(x) étant une fonction 
d'ordre £ et de degré A, r, est un zéro de la n°" dérivée, 11 est impos- 
sible que l’on ait 


A 
| 
_— 
(al 
a: 
© 
o = 


Il est naturel de juxtaposer le théorème IX 4 au fait bien connu sui- 


z SER Reem 
lim n° sae TK: 
nu x a. a 
Ke 


la fonction /(.r) est entière d’ordre 5 et de degré inférieur ou egal a —» 


vant: sil'on a 


ou bien eHe n’est pas analytique au point .r =o. D'une manière sem- 
blable, on déduit de notre théorème : si lon a 


2.7 
—— m pace ed ) 
Jin 77 47" ras (o>), 


Th ee Je 


la fonction f(a) est entière d'ordre 5 et de degre inférieur ou égal 
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we : = oly 4 2 au 5 dala J 
à — ou bien elle n’est pas entière d'ordre : et de degré fini A satis- 


faisant à (60). 
On pourrait obtenir des résultats analogues pour les fonctions 
entières d'ordre nul ou infini. 


16. La variation du logarithme du module des dérivées successives 
dans une suite de cercles. — Soient Run nombre positif et F une fonction 
réelle d’une variable complexe a et qui est définie et continue en 
chaque point du cercle |#|<R. Nous appellerons variation V(F,R) 
de F dans le cercle |a|<R la différence entre le maximum et le mini- 
mum de F dans ce cercle : 


Vi F. R)= may F — min F, 
LR LelSR 


L'inégalité = <R entraine, évidemment, 
Vik. js. Ver, R). 
Dans ce qui suit, on podsera 
F = log, f(r) |. 
où /(æ) est une fonction analytique. 


Tntontme Na. — St f(x) est une fonction holomorphe au voisinage 
du point x = 0, ona 


: i peer 
(64) lim =.) Los fi"). rao, 


a 


poureu que la série Xr, soit convergente. 
Démonstration. — Soit, contrairement à l'hypothèse, 


I ; LR 
2 Vig log Sf, te) DO pe 


I] s'ensuit 
log M(f™. ry) — log mt". ry) > ns, 
done 


nim fs ln) > «/M(f™, rp) 
{SS pr = oT Aiea 


Ww. Te. 


. 
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= m i. Fon) ——— AY ut ps 
lim mr 2 <e-4 Jim 4. MAPS Find CES Tn i 
LT ES 2 n Nox nm! 


Les deux limites supérieures étant, d’ après le né IX 4 (p.64), 
positives et égales entre elles, cette inégalité est impossible. 


ou bien 


THÉORÈME X 6. — Si f(x) est une fonction entière d’ordre fini e(>œo) 
et de degré A, ona 


4 1 4 
à < , ; =F alt 
(65) lim 5 a ( log fin 1, ant pets napideor? |, 


n> x 


à condition que l’on ait’ 
i! 
(66) ae. (Aro) Ÿ. 
Démonstration. — Admettons, par impossible, 
I ( RAT Li 
(67) ov log| fi" |, ant =} >> log|1+ 2a0(Aeo)eé |. 


Alors, on obtient: 


\ is 
1 1 
log wl TA ne ) — log nr tone ) >ne 
ou bien 


n à | NE 

.— m\f'™, ane qe 
lim —___— <e lim 
n+ > n. ADS 


Comme la limite supérieure du premier membre est supérieure ou 
| 


égale a (Aep)é - (théorème IX), tandis que celle du second 
1+ 2a0(Aep)? : 


od 


membre est plus petite que (Aeo}* (§7), ona 


1+ 2a0(Ae0)° 
ce qui contredit l’inégalité (67). 


Remarque. — On ne pourrait pas s’attendre à remplacer la limite 
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inférieure dans l’énoncé des théorèmes X par la limite supérieure. En 
effet, une infinité de dérivées, mais certainement pas toutes, peuvent 
s’annuler dans les cereles considérés. 


17. D’après les théorèmes précédents, la nature analytique d'une 
fonction f(a) étant connue, on sait limiter, dans certains cas, la crois- 
sance d’une suite partielle des variations 
(68) PER Vat hie dont tek 


Ici, je me propose d'étudier la question inverse, de caractère plus 
élémentaire : les variations V, étant données (7 = 0,1,2,...), qu’est-re 
qu’on peut en conclure au sujet de la fonction f(x)? 

Il est naturel de s'appuyer sur une inégalité qu’on trouve dans un 
article de MM. E. Landau et O. Toeplitz ('), et qui, avec nos notations, 
se laisse écrire de la maniére suivante : 


(69) Fo) | SRV (AF, R), 


ou RF est la partie réelle de F et la fonction F(a) est supposée holo- 
morphe dans le cercle !æ[<R. Si l'on admet que F(x) ne s'v annule 
pas, on peut remplacer F(a) par logF(2), et l’on obtient 


(70) 


_ 
Tl 41 
a 
Se 
Le 


Soil /(.x) PR une fonction, holomorphe dans une suite de 
à m=. 
cercles |a|<r,(m = 0, 1,2, ...), et telle qu'aucune des dérivées f(a’) 
ne s’annule dans le cercle correspondant ; introduisons les quantités NV: 
définies par la formule (68). L’inégalité (70), où l'on écrit f(x) au 
lieu de F(+), et l’on pose R=-7r,, nous donne | 


(14 


On en tire, en multipliant, 


th) Arch. der Mathematik und Physik. 3 série. t. Vf. p. dor, 
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ou g, est défini par l’égalité 


li en résulte le théorème suivant : 


THÉORÈME XI. — Sr l’on a 


lim n° g,== B (¢ >—1. B20), 


nee 


la fonction f(x) cst entière d'ordre o = et de degré À satis faisant 


+ 1 


à l'inégalité 


Si l’on a 


lim &* —B (B20). 


a> ~ a 


la fonction f(x) est holomorphe dans le cercle |x|< RK, ou R est égal à 5 
2 
(pour B > o) ou est arbitrairement grand (pour B = 0). 


Pour la démonstration, il suffit de se reporter à la relation (15) du 
paragraphe 7. 


CHAPITRE VIII. 


18. Variation du logarithme du module dans le domaine réel. — \ly 
a lieu de se demander si les résultats du paragraphe précédent 
subsistent lorsqu'on se place dans le cas d'un domaine réel. Bornons- 
nous à considérer un segment fini et fixe, soito£æ£r. 

A ce sujet, nous allons établir préalablement une inégalité que 
vérifient les valeurs absolues minima des dérivées successives d’une 
fonction réelle f(.r), supposée régulièrement monotone dans cel 
intervalle, c’est-à-dire telle qu'aucune de ses dérivées successives n'y 
change de signe. 

Appelons (C,) la classe des polynomes P;(æ) de la forme 


PA = [ (pe fe UBT Es | hao 


#, ST Ca alt 
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où les nombres æ;(o£Ÿ<k— 1) sont assujettis à ne prendre que deux 
valeurs: oet r. Je dis que P,(x) étant un polynome de la classe (C,), 
l’une des inégalités 

xt Pee Fest 


(71) IPe(æ)|27 ou Paz) 2 i 


est satisfaite pour toutes les valeurs de æ dans l'intervalle o£æx£r. 
Cela est évident pour #—1, car alors, la classe des polynomes consi- 
dérés se réduit à deux: x et 1 — x. Procédons de proche en proche. 
Admettons que notre assertion soit démontrée pour # = n — 1. On - 
obtient 


Per =| f Pe)idz | 


ou P,_,(x) est un polynome de la classe (C,_,). En vertu des iné- 
galités (71), il en résulte l’une des inégalités 
(CEE 
if cae del, 


DOS TRACE > 


Le nombre x, pouvant être égal à o ou à 1, il faut que l’une au 
moins des quatre inégalités 


rh 1 


dx | ou 


WM 


(n—1)! 


To 


{ an 1— 2" 
| 1PAGn > Pa) 12 > 
(72) MY a n 
— S 1— (1)? 
[PAG | FE nent CAPE le ne 
— a. Fe” rd 
soit satisfaite. Or, en vertu de la relation 
; wet (1 aeys[r+(1— 2) P=, . 


la seconde et la quatrième des inégalités (72) entrainent respecti- 
vement la troisième et la première. Il en résulte notre proposition 
pour # =n, donc pour toutes les valeurs de # En particulier, si 
50, sla one des inégalités (71) ne peut être satisfaite; par con- 
séquent, c'est la première qui a lieu. En y posant æ = 1, on obtient 


(73) LMDIÈSE 


Soient maintenant M, le maximum et m, le minimum de |f" (x) 


. 
, 
1 
1 
5 
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dans l'intervalle o<a<1; ; désignons par ¢, le nombre + I OU — I, sui- 
vant que l’on a f(x) 200uf"(x)S0(n = = 0,1, 2,...). Appelons Th 
le point où | f dh atteint sa valeur minimum My de sorte que l’on a 


Frs = EnMn. 


Evidemment, x, est égal à o ou à 1, suivant que ¢,¢,,, est égal à +1 
ou à —1. Grâce à cette remarque, on s'aperçoit que le nombre des 


unités dans la suite 
y Cle CET. 


est égal au nombre des changements de signes dans la suite 
CAN OPA TON: AE 

Soit +, ce nombre. Observons que l’on a 

(74) te PRE BE Wr 


Nous allons nous servir de la formule (5) du paragraphe 2, en dési- 
gnant par P,(æ) les polynomes associés à la suite æ&,(6 = 0.1, 2,...). 
Soit, pour fixer les idées, x, = 0, ¢,=-+-1; on posera dans la for- 
mule (5) a égal à 1. Puisque 


7 SQ) —M;, 
on obtient 
(75) MY em Pa(n) + Rusi(n), 
io 
où l’on a 


a kt 


1 a é 
P;(1) al def Ari: af: da®, 
0 a re 


4 at! 


| aut wn 
een ty =| dx [ re op 6 om a de bat ET Se aa 
0 2s ri 


n 


Si l’on intervertit les limites d’intégration dans l'expression P, (1), 
toutes les fois que la limite inférieure est égale à 1, le signe sera 
changé «, fois et le résultat sera positif; done 


Poe) Pelayo 2s Enr, 
et, d’une maniere analogue, 


Baer (1) = (— 1) * tenis | Rag) t 
Aun, Ec. Norm., (3), XLVI. — Mars 1930. 10 
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La substitution dans la formule (75) nous donne 


“a 


Mom > (— 1% ee mg! Peay! + (1 te | Ra) 
ko 
En vertu de (74) et de (73), on en déduit 
nan a“ na 
: . ; mi} 
M=Y ml Pat +) Ray) “any my) Py(1)! >> ir 
k= vu t=û 
Lorsque n augmente indéfiniment, cette inégalité donne, à la limite, 
m 
(76) M,> roe 
k=0 


Il est facile de vérifier que le signe d’égalité n'intervient que pour 
les fonctions absolument monotones, c’est-à-dire telles que l’on ait 


en Ente ==" +1 (= Wet se 


» 


La relation (76) étant établie, posons, en admettant mm, > 0, 


far) MAS Ci + Spy) ne, ta @), 


de sorte que la variation V, du logarithme du module de la dérivée 
J (x) est inférieure ou égale à log(1 + %,). Nous supposons que les 
nombres ~, sont connus et nous essaierons d'en tirer des conséquences 
relatives à la fonction f(x). 

En appliquant l'inégalité (76) aux dérivées de tous les ordres no, 
on obtient le système d’inégalités : 


x 


Ny 4h 
; MZ Ut + Xp) net, 
KS 

fron 
x : 
d’où il suit 

RAS) ~*~ Mey hk 

TN) Ÿ ar Ay My Lhe AU A LS LE Pr PE 
A 1 


Ceci donne une limitation pour chacun des nombres m,. On déduit, 
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en effet, de (78), 


m, m, m:, tient My, 
! G om = 
; 3! (nr — 1)! = n! awit gs 
My mm. m m 
AN + — + —— + er 0, 
Cu. ! (n= 4) i ane = 
[FQ } ‘ m m 
ia, 3 Mi 
Nae oe ee —— = —< 0 
(2 — 3)! NC re 
m 
\ Ah My + ET so 
= = 
Cy. 
soil 
| 1 1 1 I 
fe ole on (7 — 41)! n | 
| I 1 1 i 
STi ae ere a à 
DURE (RSI tn 7)! 
A, i 1 i 
(MEET oe a 7 
aa Wie awa UE ENT 
1 
0 oO oO Ay | ai 


Le complément algébrique de-l’élément qui se trouve à l'intersection 
de la A°% ligne et de la dernière colonne est égal à 


Xn, 4 AN Ah + + + Ay jee 
En développant À,, suivant les éléments de la dernière colonne, on 
obtient 


| 
(80) ‘gos À; A Lo À: on TOF Vu 2 Ana Un à le... 


Un raisonnement par induction nous assure que chacun des déter- 
minants A,, ainsi que les compléments algébriques des éléments de la 
dernière colonne sont positifs. En multipliant les inégalités du système 
(79) par ces compléments algébriques et en les ajoutant ensuite, on 
obtient 


Oe Ot De de ets 
done 
NT eae al What ey 
ial Nae aie, te PEN) ie 
it 
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Cette inégalité va nous permettre de démontrer le théorème suivant : 


Tuéonème XII. — Soit f(x) une fonction indéfiniment dérivable sur 
le segment o£x<1, et telle qu'aucune de ses dérivées ne s’y annule. Soient 
M, le maximum etm, le minimum de| f""(x)| dans l'intervalle considéré 


< eon. = 
et V,, le logarithme du quotient —"- 
m 


n 


La relation 


(82) lim n7\,—B i¢>—1, B20) 


> r 


1 


entraine que f(x) est une fonction entière d'ordre ¢ = rear dont le 
degré A vérifie l'inégalité 
| 
\ fase 1) BPFT, 
Démonstration. — Soit : un nombre positif arbitrairement petit: 


posons 
Dee Bai 


D'après (82), on a, pour les valeurs de 7 suffisamment grandes, 
B 


y= ay 
; ln 
donc 
bi 
(83) PATES =< eo 


Je dis que, lorsque n augmente indéfiniment, l'inégalité 


QUE B'es 


(84) PORTES ES yey Penal pa 
= ) amd vl | 
1 
finit par avoir lieu. 


Pour s’en assurer, nous considérerons trois cas : 

1 5>0. Le premier membre de (84) est asymptotiquement égal 
ABUS sk? : 
ac Or, le premier terme seul de la somme qui est au second membre 
se réduit a 


Go no y 
= Da j ) PAR) A9 Br 


n (nn —1)% 1e 


Puisque B'< B’, l'inégalité (84) est démontrée. 
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2° 7<o. L'inégalité (84) prend la forme évidente 


“ 


[2 
43 
à B 
CE Sas 
VE 


V1 


3° —1<¢<o. En posant 5=—7(0<=<1), on écrit l'inéga- 
lité (84) de la manière suivante : 


n 
CREER > Uy. 


Ni 


Pr B'nT\"/ y nt y \vF 
= <r \ ft 1— — . 
v. e Uf ie J ny 


Calculons la valeur asymptotique du terme qui correspond à 
VE CB ak 


On trouve 
1 (Bn & ip Je k\ 
logux= log hl ( me ) + nz log a = ce her los: Nue 


1 / B'ntyk Je 
rs) (1 T)À, nelog (1+ ae “wth 


D JE 
Ke log (1 — | VD — 2 


rt n 


Par conséquent, 
log ur km Bn, 


donc, pour #2 --x, ona 


n 
Bin? < log ux< log 1» ie: 
i 
et l'inégalité (84) est vérifiée dans tous les cas. 
En vertu de (83) et (84), on voit que l'inégalité (77) est satisfaite 
(au moins pour des valeurs de n suffisamment grandes), à condition 
de poser 


Bo eF\ "ex 1 
(8d) t= ( £ N "7 
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Cette dernière formule permet de calculer les. nombres ~, lorsque 
les 8, sont donnés et inversement. On voit immédiatement que, dans 
le cas où les &, sont définis par (85), les valeurs de 3, sont 


o 7] 
6 a 
jan — ea AG: ’ 


\ 


done 


\ / ne 12) b> 
— ( pres) My Ayo + Ps 
et l'inégalité (81) nous donne enfin 


Sea) D et 
MST oo ———— (+ > 
ee {y 
d'où lon déduit 


-— n /M 3 
lime Ft! Ve Sl 3 el eae 
FANS 


Ne = 


Comme il est possible de faire tendre < vers Zéro, on remplacera 
dans cette inégalité B” par B, et notre théorème sera prouvé. 
Exemple. — On trouve, pour /(x)=+"*(A >o), 
Mi Are. Ne Ne: CN, B—=\ r 
ona done l'égalité 


1 
V' (9 HA OTST, 


On pourrait encore étudier le cas plus délicat où l'on a 5 = — 1, ce 
qui conduirait à des fonctions holomorphes dans un domaine entou- 
rant le segment (0, 1). 


ee lai me 


SUR LES 
FAMILLES NORMALES DE FONCTIONS ANALYTIQUES 


Par M. Grorces VALIRON 


——__$—<—> 0a. — 


Le but de cette Note est d’apporter quelques compléments a des 
théorèmes connus, dus à divers auteurs, et concernant les familles 
normales ou quasi-normales de fonctions analytiques. Elle débute par 
des propriétés des familles quasi-normales d’ordre fini (n° 1 et 2), 
continue par une généralisation nouvelle du théorème de Schottky à 
une classe de fonctions algébroïdes finies (n° 3) et se termine par 
l'extension aux familles normales générales d’une proposition sur 
Poscillation donnée par Fatou, puis par MM. Mandelbrodjt et H. Car- 
tan pour des familles plus particuliéres (n° 4). 


1. On sait qu’étant donnée une famille quasi-normale d’ordre total 
fini de fonctions f(z) méromorphes dans un domaine D, il existe un 
nombre N(D’) bornant le nombre des zéros de f(s) — a dans tout 
domaine D’ complètement intérieur à D pourvu que a ne soit pa 
fonction limite des fonctions de la famille [ si a est infini, il s’agit des 
pôles de f(z)](‘). Nous considérerons ici une famille quast-normale 
d'ordre fini q dans un domaine D, c'est-à-dire dont les suites conver- 
gentes irrégulières possèdent q points irréguliers au plus dans D. En 
supposant D borné nous montrerons que : 


I. Si a n'est pas fonction limite des suites convergentes régulières 
ou irrégulières de la famille, à e donné et à tout domaine D' comple- 


(2) Voir le livre de M. Montel : Lecons sur les familles normales de fonc- 
tions analytiques et le fascicule 38 du Mémorial des Sciences mathématiques. 


6 * 
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tement intérieur à D correspond un nombre N(D',¢) tel que, chaque 
fonction de la famille prend au plus N(D',¢) fois la valeur a dans 
D’ privé de q cercles de rayon « (ces cercles dépendent de la fonction 
envisagée ). 

Si D n’est pas borné, on a un énoncé analogue en prenant domaines 
et cercles exceptionnels sur la sphère de Riemann. 

Supposons a infini. Traçons dans D un quadrillage de côtés e’ donné 
et considérons uniquement les carrés complets ou incomplets formés 
par les points de ce quadrillage qui appartiennent à D’. Nous dirons 
que deux des carrés sont adjacents si ces carrés, complétés s’il y a lieu, 
ont un sommet ou un côté commun. Soit /(3) une fonction de la 
famille. Marquons le carré (ou l’un des carrés), C(1, f), qui contient 
le plus de pôles de /(z); puis, parmi les carrés restants et non adja- 
cents à C(1, f), marquons celui qui contient le plus de pôles, soit 
C(2, f); puis parmi les carrés non adjacents à ceux déjà marqués 
nous marquons celui qui contient le plus de pôles de /(=), et ainsi de 
suite. Au bout de g-+1 opérations nous aurons marqué qg +1 carrés 
Cr, f), ..., C(g+1, f). Soit p(f) le nombre des pôles contenus 
dans C(q-+1, f). Si p(f) est borné, la proposition est établie. Suppo- 
sons le contraire : il existe une suite de fonctions /{z,n), (n=1,2,...), 
pour lesquelles p[ (3; n)]> n. On peut extraire de cette suite une 
autre suite pour laquelle les 4941 carrés marqués sont les mêmes 
pour chaque fonction de la suite, puis extraire de cette suite une 
autre qui converge uniformément dans D privé de q points au plus. 


Cette suite converge uniformément vers une fonction méromorphe ou 


vers une constante finie dans l’un au moins des carrés marqués et sur 
sa frontière, ce qui est impossible puisque dans ce carré le nombre 
des pôles des fonctions de la suite croît indéfiniment. L'hypothèse 
que p(f) ne serait pas borné est absurde et la proposition est 
établie. 

Cette proposition peut se compléter par d’autres analogues à celles 
données par M. Ostrowski pour les familles normales ('). On peut 
aussi généraliser la proposition XXI que j'ai donnée dans le 
Mémorial. 


TS ASE + Be eee RE ee ee) ae CC ee ES M =. 


(') Math. Zeitschrift, 25, 1925. 


Es 
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Goudivérons la famille f(s) quasi-normale d'ordre q dans un 


domaine D et soient a, b,c, d quatre nombres distincts. Examinons les 
zéros des fonctions 


sa Re JE) 4 fis)—e JG)—a 


Si D’ est complètement intérieur à D nous introduisons le quadrillage 
précédent et désignons par p le nombre des carrés entiers ou partiels. 
Portons notre attention sur le nombre des zéros des quatre fonctions 
précédentes dans chaque carré (frontière comprise comme ci-dessus), 
nous avons quatre nombres pour chaque carré. Parmi les 4 nombres 
ainsi définis il yen a un qui est supérieur ou égal à tous les autres; s’il 
est relatif à f(s) — x (x — a ou b ou c oud), nous marquons x le 
carré correspondant. Nous recommencons cette opération avec les 
4u — 1 nombres restants, etc. Au bout de s opérations, nous avons 
marqué certains carrés, distincts ou confondus, adjacents ou non. 
Soit alors v(x, s) le nombre (aussi grand que possible) des carrés non 
adjacents qui sont marqués d’une autre lettre que x, et soit v(s) le 
plus petit de ces quatre nombres v(x, s). Nous poursuivons nos opé- 
rations tant que v(s) est inférieur ou égal à g. À ce moment, il existe 
une lettre x et un groupe de g carrés marqués non adjacents, marqués ~ 
d’une autre lettre que x et tel que tout carré non adjacent à ceux-cine 
soit marqué que de la lettre x. En outre, si nous marquons encore un 
carré, il sera marqué d’une lettre y autre que x, contiendra p(/) zéros 
de f(z) — y, et formera avec les qg carrés envisagés un système de 
g—+1 carrés non adjacents : il existera alors un système de g +1 
carrés au moins, non ‘adjacents, chacun d’eux contenant au moins 
PCS) zéros de l’une des trois fonctions 


PSE (A) Jay ce 


et trois autres systèmes analogues relatifs aux trois autres groupe- 
ments de nos quatre fonctions. 

Je dis que p(f) est borné. Sinon on pourrait trouver une suite 
f(s; n) de fonctions de la famille pour laquelle PACE n)]| croitrait 
indéfiniment et qui convergerait uniformément dans D privé de g points 
au plus. Ces g points seraient dans q carrés du quadrillage (au 
sens large), le nombre des points où /(3; 7) prendrait l’une des trois 
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valeurs a, b, c ne serait pas borné dans l’un des carrés non adjacents 
à ceux-ci, la fonction limite serait l’un des nombres a, 6, c, par exemple 
a. Mais alors en utilisant le groupement b, c, d on trouverait que la 
fonction limite est l’un de ces nombres, d’où une contradiction. Ainsi 
p(f) est borné, les fonctions f(s) — y, y # æ auront moins de pp(/) 
zeros à l’extérieur des g carrés envisagés et de ceux qui leur sont 
adjacents. Donc : 


IL. Si une famille f(3) est quasi-normale d’ordre q dans un domaine 
sphérique D, à tout système de quatre nombres distincts a, b, c, d, à tout 
nombre ¢ donné et à tout domaine D' complètement intérieur à D corres- 
pond un nombre N(D', €, a, b, c, d) qui limite le nombre des zéros de 
trois au moins des fonctions 


{(s)—a, f(z)—6, f(z)—6c. f(z)—d, 


dans D' privé de q cercles de rayon :, cercles qui dépendent de la fonc- 
tion f(s) envisagée. 

Cette condition nécessaire pour qu’une famille soit quasi-normale 
d'ordre 4 n’est pas suffisante. Par exemple, F(Z) étant une fonction 
entière possédant une infinité de zéros et F(Z; n)le polynome formé 
par les n premiers termes de son développement de Taylor autour de 
lorigine, la famille des fractions rationnelles | 


nk (35 n) 


prend moins de N(r) fois trois valeurs finies à l’extérieur d’un cercle 
de centre origine et rayon r et n’est pas quasi-normale à l'origine. On 
voit aisément que les fonctions satisfaisant à la condition donnée dans 
l'énoncé IT jouissent de la propriété suivante : de toute suite de fonc- 
tions de la famille on peut en extraire une autre qui converge unifor- 
mément dans D privé de points qui n’admettent que q points limites 
au plus intérieurs à D, ces points exclus formant d’ailleurs une suite 
dénombrable. 


al 


2. Dans l’ordre d’idées précédent on peut obtenir une condition 
nécessaire et suflisante pour qu'une famille soit quasi-normale 
d'ordre fini en utilisant l’égale continuité sphérique de M. Ostrowski. 
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HT. La condition nécessaire et suffisante pour qu'une fanulle de 
fonctions f(s) méromorphes dans un domaine sphérique D y soit quast- 
normale d'ordre q est que, à tout domaine D' complètement intérieur à D 
et à tout système de deux nombres positifs <, :! donnés, corresponde un 
nombre n(D', €, 2’) tel que, pour toute fonction f(z), on ait 


: Vee ee 
st 


dès que 3 et ' appartiennent à D' privé de q cercles de rayon ¢' [ces 
cercles dépendent de f(=) |]. 


Montrons que la condition est nécessaire. Considérons sur la sphère 
un quadrillage de côtés Se", prenons les carrés ou portions de carrés 
empiétant sur D’ et définissons toujours de la même façon les carrés 
adjacents. Soit f(s) une fonction de la famille, elle est méromorphe, 
donc sphériquement continue dans D’. Si z est dans un des carrés, 
nous considérons le point =’ de D’ tel que la distance sphérique 
| f(s), f(s’)| soit égale à < et dont la distance sphérique à 3 est mini- 
mum. Si 3’ n'existe pas, c’est-à-dire si | f(s), f(s’)| << quel que soit 
s’ dans D’, nous attribuerons au minimum considéré la valeur = maxi- 
mum de la distance sphérique de deux points. s se déplacant dans un 
carré ou sur sa frontière le minimum en question possède une borne 
inférieure m. Nous marquons alors le carré dans lequel mest minimum, 
puis parmi les carrés non adjacents celui où m est minimum, etc. 
Soit m(/) la valeur de m dans le (g+1)*" carré marqué. Si les 
nombres m(/f) sont bornés inférieurement, cette borne fournit le 
nombre n(D’, <, <’), le lien entre <” et <’ dépendant de la réalisation: 
effective du quadrillage de la sphère; la condition est bien néces- 
saire. 

Montrons qu’il est impossible que les nombres m(/) ne soient pas 
bornés inféricurement. Car, il existerait alors une suite infinie f(s; 7) 


. . RS ri - . 
pour laquelle ml f(s3 n)] serait inférieur à =; on pourrait en extraire 
une autre pour laquelle les carrés marqués pour chaque fonction 


seraient les mêmes, puis une autre f(z; n°) uniformément conver- 
gente dans D’ privé de g points au plus. La convergence uniforme vers 
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une fonction méromorphe devrait avoir lieu dans l’un de ces carrés 
marqués, les CE n') devraient y être également continues, ce qui 
est impossible puisque m[ f(s; n')] tend vers zéro. 


Montrons que la condition est suffisante. Soit (3; n) une suite de 


fonctions de la famille; on peut en extraire une suite également con- 
tinue donc normale dans D’ privé de q cercles de rayon 2£', puis en 
extraire une autre f[3; n(D’, <’)] uniformément convergente dans D’ 
‘privé de q cercles de rayons 3¢’. On peut alors prendre une suite de 
domaines D’ et une suite correspondante de nombres 2’ tels que D’ 
. tende vers D ete’ vers zéro. A chacun correspond une suite /[3;2(D’,<’)] 
extraite de celle relative au domaine précédent, la suite diagonale con- 
verge uniformément dans D privé de g points. 


3. G. Rémoundos, puis M. Montel (‘) ont étendu les théorèmes de 
MM. Landau et Schottky aux fonctions algébroides dans un cercle; ils 
ont obtenu des énoncés qui font intervenir les valeurs de toutes les 
branches au centre du cercle. Il serait nécessaire dans les applications 
d’avoir des énoncés ne faisant intervenir que la valeur de l’une des 
branches au centre du cercle. Je n’ai pu parvenir actuellement à un 
énoncé satisfaisant dans le cas général et me bornerai à établir ici une 
proposition particulière qui montre bien le genre de résultats que l’on 
peut rechercher dans cette voie. 

Considérons une fonction u(z) algébroïde et finie dans le cercle 

s <1, c'est-à-dire satisfaisant à une équation de la forme 


uv +- UV 1f (3) +...+ fo(3) = 0, 


où les f(s) sont des fonctions holomorphes dans le cercle |3|< 1. 
Nous supposerons que u(3) ne prend pas les valeurs o et 1 dans ce 
cercle et que la distance de deux points de ramification (distincts dans 
le plan simple) est au moins égale à un nombre fixe d. Il s'ensuit que 
le nombre des points de ramification distincts dans le plan simple est 
au plus égal à p = p(d). Nous introduirons la famille des fonctions 
u(z) de cette espèce dont une des branches a une valeur donnée u(o) à 


') Rémouxnos, Acta math.. t. 37, 1914: Annali di math.. 1. 23. 1914. et 
CR. Acad. Sc., t. 170 et 171, 1920; Monret, loc. cit. 


ei 
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l’origine. Prolongeons cette branche dans un cercle |s| << r< 1, nous 
obtenons la fonction u(z) restreinte à ce cercle; elle peut avoir moins 
de y branches. Soit u(z; n) une suite de nos fonctions restreintes au 
cercle |z| <7’ <1, et soitr <r’. Si 3, est un point limite de points 
de ramification des u(3; 7), on peut extraire de cette suite une autre 


suite dont chaque fonction posséde un point de ji a de et un, 
seul dans le cercle | — 501 <a, a étant inférieur à + rd et. at. 


Si les points de ramification des fonctions-de cette Hall suite ont 
un autre point limite = 3,, On recommence la même opération. Au bout 
de p opérations au plus, on arrive à une suite extraite u(z; n’) dont 
les points de ramification appartenant à | s| <7’ sont dans p cercles au 
plus de rayon a, cercles que j’appellerai cercles exclus, ces cercles 
exclus ne se coupent pas et chacun d’eux ne contient qu’un seul 


- point de ramification de chaque fonction. Dans un cercle C apparte- 


nant a|3|<r et extérieur aux cercles exclus, chaque branche d’une 
u(s; n')est holomorphe et ne prend pas les valeurs o et 1; l’ensemble 
de ces branches est normal, on peut en extraire une suite u(z; n") 
dont les branches, restreintes à |z|<r, convergent uniformément 
vers une fonction U(z,C) qui est holomorphe dans C ou bien 
constante, l'infini compris. 

On peut recommencer avec la suite de ces branches prolongées 
dans un cercle C’ coupant C et ainsi de suite. Au bout d’un nombre 
fini d'opérations on arrive à une suite u(z, n”) dont chaque branche 
ainsi prolongée converge uniformément vers une fonction U(:) dans 
un domaine D donné aussi voisin que l’on veut du cercle| =| <7’ privé 
des cercles exclus. U(z) est la fonction limite unique des u(s; n") 
restreintes à |z| <r. Si U(s) est finie et si l'est une courbe de D 
entourant un cercle exclu ou un groupe de ces cercles, ces diverses 
branches des u(s; n”) sont uniformément bornées sur I’, donc aussi 
à l’intérieur en vertu du principe du module maximum; en particulier 
ces branches des u(s, n”) sont bornées dans un cercle |3| 7”, 
r' étant compris entre r et 7’; il en est a fortiori de même des 
branches des u(3; n") restreintes au cercle |s|<7. Si U(s) est la 


3 . . . I . 
constante infinie, on peut raisonner sur les fonctions aan”) &t il en 


résultera que les diverses branches des fonctions u(3; n" ) restreintes 
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au cercle |z| <r auront toutes leur module supérieur à un nombre 
donné arbitrairement grand à partir d’une valeur de 7”. Ceci est 
impossible puisque l’une des branches de chaque fonction est égale à 
a(o) pour z = 0. La fonction U(z) est nécessairement finie. 

IL s'ensuit que les fonctions u(z) de la famille considérée, res- 
treintes à un cercle |z|<r<1, y ont leur module inférieur à un 
nombre fixe §[u(o), r, d]. Sinon il existerait une suite de ces fonc- 
tions u(s; n) et une suite de points correspondants 3,, |z,|£r, telles 
que |u(3,; n)|> net d'après ce qui précède on pourrait extraire de 
cette suite prolongée dans un cercle || <7', r'>r, une autre suite 
dont les modules convergeraient nécessairement vers l'infini. On 
arrive ainsi à cette proposition qui généralise le théorème de Schottky : 


IV. Si la fonction algébroide u(z) à v branches au plus est partout 
finie dans le cercle \s|<1, n'y prend pas les valeurs o et 1, et si la 
distance de deux points de ramification est au moins égale à d, les 
valeurs de u(z) prolongée à partir de u(o) dans le cercle || <<r <1 
vérifient l'inégalité 

, |u(s)|< 9[u(o), r, d, y]. 
etst|u(o)| << A, on a 
FH O CA. r, a. VE 


L'hypothèse que u(s) ne prend pas les valeurs o et 1 peut être 
remplacée par d’autres assurant comme celle-ci que les suites u(3;n) 
introduites plus haut sont normales; on pourra supposer par exemple 
que les u(3) ne s’annulent pas et qu’elles prennent moins de gq fois la 
valeur 1. 

L'hypothèse faite sur la distance des points de ramification ‘doit 
pouvoir ètre remplacée par celle-ci : le nombre des points de ramifi- 
cation est moindre qu'un nombre donné p ('). L'exemple 


1 
[es Lil: 
En 
met en évidence le fait connu que, dès que le nombre des points de 
ramification n’est plus borné, l'hypothèse de l'existence de deux 


= 


(1) Voir la Note de la page 9. 
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valeurs exceptionnelles seulement ne suffit plus pour entraîner le 
théorème de Schottky. | 
L’énoncé IV fournit des bornes pour les coefficients de l'équation 
définissant (=); si la dérivée à l’origine de l’un de ces coefficients 
J(3) est donnée, on pourra énoncer un théorème du genre de celui 
de M. Landau comme le faisait Rémoundos. Mais supposons que w'(3) 
soit aussi partout finie, alors elle est aussi bornée par une fonction de 
u(o), ret d, et il en est aussi de même des coefficients de l’équation 
algébrique qu’elle vérifie. Si en outre on donne w'(o) £0, le modulé 
à l’origine de l’un de ces coefficients est borné inférieurement, on peut 
appliquer à ce coefficient le théorème de Landau. Par suite, ¢/ existe 


un nombre 
R=R[u(o), u'(o), v, d]. 


tel que les fonctions algébroides à v branches dont les points de ramifica- 
tion sont à des distances mutuelles au moins égales à d, dont une 
branche prend la valeur u(o) à l'origine, sa Han y étant as à u'(o) 
et qui sont finies ainsi que leur dérivée oe le cercle | 3 |< R, y prennent 
l’une des valeurs 0 ou 1. 

Le théaréme sur le recouvrement que j’ai déduit du théorème de 
Schottky (') s’applique aux fonctions algébroides à » branches dont 
les points de ramification sont a des distances mutuelles supérieures 
ad: stu(o) =0, les valeurs couvertes par le point Z = u(z) compren- 
nent le cercle 


à l'exception au plus d’un cercle vu de l’origine sous l'angle donné ¢ 
M(r, uw) désigne le maximum du module des branches de u(s) pour 
|:|=7. Il s'ensuit en particulier que le théorème de M. Hadamard sur 
la partie réelle s'étend à ce genre de fonctions : si A(7, u) est le maxi- 
mum de la partie réelle des diverses branches de u(s) pour te rj 


le rapport de M(r, u) à A(R, w) est borné par une fonction de + etd 


(on suppose r< R). 


(1) C: R. Acad. Sc., 1. 183, 1926. 
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Enfin on voit aisément que si u(z) est algébroide finie autour du 
point à l'infini qui n’est pas simplement point ordinaire ou pôle ou 
point critique algébrique, et si les points de ramification étant rangés 
par ordre de modules croissants et z, étant le n°"° on a 


: Sut Sn 
Lin 


un 


> 

les théorèmes de M. Julia s'appliquent : il existe notamment une 
suite de cercles vus de l'origine sous un angle donné aussi petit que l'on 
veut et tels que, dans toute suite infinie extraite de celle-ci, u(z) prend 
une infinité de fois toute valeur sauf une au plus. 


4. Dans sa Thèse (') M. H. Cartan a démontré la proposition sui- 
vante : 

Si f(s) est holomorphe et de module inférieur à 1 pour |:|<1, à 
r<1 et à y donnés correspond un nombre A tel que l’on ait 


log | f(s’) | 


A 
log | (2) 


pour tout couple de points 3, 3’ appartenant au cercle |s|<r et 
extérieurs à des cercles dont la somme des rayons est moindre 
que y. 

On peut obtenir une proposition analogue relative à une fonction 
méromorphe dans le cercle |:|<<1 et appartenant à une famille 
normale #. Considérons le cercle [5] <r < 1. Si dans le cercle 


alsj<itr, If(s)l<r, 


le théorème de M. Cartan s’applique : si M(r) et m(r) désignent le 
maximum et le minimum de /(3) dans le cercle |:|<<r et à l'exté- 
rieur de cercles dont la somme des rayons est y, on a 


(1) Mer) <m(ry*, 


. I ' 
% qui correspond au nombre +, A étant le nombre figurant dans 


(') Annales de L'École Normale. t. k5, 102$. 
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l'énoncé de M. Cartan, est inférieur à 1. Si pour 
alzj|<i+r, |f(s)|>1,° 
on aura dans des conditions analogues 
(2) M(r) <m(r)*. 


Considérons maintenant les fonctions de la famille pour lesquelles il 
existe à la fois dans le cercle | 


2|3|<i+r 
des points où 
| f(2)|S3, 
et des points où 
| f(2) 21. 


o et æ ne peuvent être fonctions limites des suites convergentes de 
fonctions de cette famille, une fonction de cette famille posséde au 
plus n(#, r) zéros et pôles dans le cercle 


BA i= lars. 


Je dis que si l’on entoure les zéros et les pôles de f(z) contenus dans 


ce cercle de petits cercles ayant pour centres ces points et pour rayon 


. ee PAL | 
commun un nombre & inférieur à z(t —r) et tel que 


NEP Tez y, 


dans le domaine D(f) obtenu en retranchant ces petits cercles du 
cercle || <r, le rapport M(r) : m#(r) est borné par un nombre ne 
dépendant que de y, ret #. Sinon il existerait une suite de fonctions 
f(s; n) pour lesquelles ce rapport tendrait vers l'infini; on en extrai- 
rait une suite /(3; 7’) uniformément convergente dont la fonction 
limite F(z) ne serait ni o niæet dont les zéros ou pôles seraient par 
suite les points limites de ceux des f(z; n’). En entourant les pôles et 
zéros de F(z) appartenant à 


4 £ - . 
de cercles de rayon — et en excluant ces cercles, on obtiendrait un 


Ann. Ec. Norm., (3), XLVI. — Mars 1930. 12 


go GEORGES VALIRON. 


domaine D qui renfermerait tous les domaines D[ f(s; n')] dès que n’ 
serait assez grahd. Dans D le rapport du maximum de |F(z)|4son © 
minimum serait borné, et la convergence des f(z; n’) étant uniforme, 
le rapport M(r) : m(r) devrait y être aussi borné pour les f(z; n’) de 
rang assez grand, ce qui contredit I’hypothése faite. On obtient 
ainsi la proposition suivante qui généralise un théorème de Fatou (*): 


V. Sila fonction f(z) appartient à une famille normale ¥ de fonctions 
méromorphes dans | 3| <1 n'admettant pas o et > pour fonctions limites 
de ses suites convergentes, à r 1 et à y donnés correspond un nombre 
K(r, y, 5), tel que, si 3 et 3' appartiennent au cercle| >| < ret sont exté- 
rieurs aux cercles de mêmes rayons ayant pour centres les pôles et les 
zéros de f(z) et pour somme de leurs rayons Y, on a 


ft) 
fs) 


En combinant cette proposition avec les conséquences (1) et (2) de 
celle de M. H. Cartan, on arrive à cet énoncé général : 


<K(r, 7, F). 


VI. St la fonction f(z) appartient à une famille & de fonctions 
méromorphes normale pour |3|<{1, à r <<1 et y donnés correspondent 


un nombre 
a=a(r.y), 
et un nombre 
k=h(r.y. ), 


tels que M(r) et m(r) désignant les maximum et minimum de | f(z) | dans 
le domaine constitué par le cercle | 3| <1 privé de certains cercles dont la 
somme des rayons est inférieure à y, on ait 


1 
Mir)<h L siniasjocc mir). 


Cet énoncé s'étend évidemment au cas où l’on remplace le cercle 


(‘) Bulletin de la Société math., t. 48, 1990. p. 232. On peut comparer cet 
énoncé à un théorème de M. Ostrowski (loc. cit. et Mémorial, fasc. 38, th. XXIV), 
M. Hf. Cartan à qui j'avais communiqué une démonstration plus compliquée que 
celle donnée ici de la proposition VI à attiré mon attention sur l'énoncé V dans 
une lettre de décembre 1928. 


FOR 
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|z| <1 par un domaine fini D et le cercle |: |<r par un domaine D’ 
complètement intérieur à D : à y donné correspondent 


K = Ky DoD, 7.7) 
et 
SADT ye he 


tels que M(D’) et m(D’) étant les maximum et minimum de | f(=)| 
dans D’ privé d’une suite de cercles dont la somme des rayons est au 
plus y, ona 


Im 1 
(3) M(D')< RÜve Ds m(D')2 |. 


Cette inégalité renseigne sur le module d’une fonction de la famille 
dans un domaine’ D” complètement intérieur à D lorsqu'on suppose 
son module très petit sur un ensemble convenable. Les fonctions de 
la famille sont en effet également continues dans D’ complètement 
intérieur à D mais contenant D’ et sa frontière, leur oscillation sphé- 
rique entre deux points 3 et 3’ de D’ est moindre qu’un nombre 3 
donné si la distance de ces deux points est moindre qu’un nombre + 
qu'il est loisible de supposer inférieur au quart de la plus courte 
distance des frontières de D’ et D". Si sur un ensemble de points de D” 
qui ne peut être enfermé dans une suite de cercles dont la somme des 
rayons est y, le module de f(s) est moindre que «<1, (3) montre 
que l’on aura 


i) | fls)i <2Ker 


dans D’ privé de cercles dont la somme des rayons est au plus y. En 
vertu de l’égale continuité, | f{(3)| sera borné, donc inférieur au second 
membre de (4) dans D” pourvu que ce second membre, c’est-à-dire €. 
soit assez petit. Par suite : | 


VII. St la familie % est méromorphe et normale dans un domaine 
borné D, si D' est complètement intérieur à D et si y est donné arbitratre- 
ment petit, il existe trois nombres 


a) D, D’, F), 
k=k(y.D, D’, F), 


et 
Se ey. D TT, 
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tels que, si le module d'une fonction f(z) de la famille est moindre que 
n<e en des points de D qui ne peuvent être enfermés dans une 
suite de cercles dont la somme des rayons est Y, on a dans tout D' 


fils) ln. 


En particulier, D, D’ et & étant donnés ainsi qu’un petit arc de 
courbe I dans D’, il existe un nombre < ne dépendant que de ces 
quatre éléments tel que, toute fonction de la famille dont le module 
est inférieur à < sur T est holomorphe et de module inférieur à 1 
dans D’. 


Addition au n°3. — La fonction algébrique définie par 
w+ waz—(i+t+as)u+i1=—0 


ne prend pas les valeurs oet 1; ses trois branches sont finies et indé- 
pendantes de a pour s = 0; les quatre points de ramification tendent 
vers = =o lorsque a croit indéfiniment. |u(s)| n’est borné dans 
aucun cercle || <r lorsque a croit indéfiniment. L'hypothèse faite 
dans l’énoncé IV sur les points de ramification ne peut être remplacée 
par une autre limitant le nombre de ces points. 


OO — 


LA CONSERVATION D'UN RÉSEAU CONJUGUÉ 


LA DEFORMATION D’UNE SURFACE 


Par M. VASSEUR 


INTRODUCTION. 


Peterson et Bianchi ont les premiers abordé l'étude des surfaces 
applicables à réseau conjugué permanent. Bianchi ramène la recherche 
de ces surfaces à celle des surfaces auxiliaires (B), dont la courbure 
totale K a pour valeur 


(—1) [| U(a)+ VF. 


u et étant les paramètres des asymptotiques. 

Dans sa thèse (Moscou, 1917, en russe), M. Finikoll, reprenant ce 
problème, rappelle les résultats antérieurement acquis: sur un ds? 
donné a priort, un réseau, choisi arbitrairement, est conjugué sur 
0,1, 2, æ' surfaces représentatives. M. Finikolf aborde la question 
nouvelle et difficile : sur une surface S, (et non plus un ds?) donnée 
a priori, combien existe-t-il de réseaux conjugués pouvant rester con- 
jugués sur æ' surfaces S déformées de S, (bases principales, par opposi- 
tion aux bases simples qui ne sont conjuguées que sur deux surfaces )? 
M. Finikoff montre que les quadriques possèdent exactement trovs 
bases principales (les réseaux en question sont doublement conjugués 
au sens de M. G. Kœnigs). .lucune surface ne peut posséder plus de x° 
bases principales et seuls, les deux hélicoïdes minimums possèdent effecti- 
cement oc” bases principales; chacun d'eux possède x! bases principales 


“formées de géodésiques. 
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M. Finikoff a bien voulu nous communiquer ces résultats au cours 
de nos recherches; une partie en paraitra au Bulletin des Sciences 
mathématiques. 

Le présent travail a été résumé en cing notes parues aux Comptes ren- 
dus (t. 186, 1928, p. 1694; t. 187, 1928, p. 1109; t. 188, 1929, p. 29, 
603 et 761); il comprend deux chapitres : le premier est consacré à 
l'étude d’un couple de deux surfaces applicables et de la base correspon- 
dante ; le second est consacré à l'étude de la famille la plus générale 
de sur faces applicables ayant un réseau conjugué commun. 

Le premier chapitre comprend cinq paragraphes : 


1 Étude du réseau conjugué commun à deux surfaces applicables. 

2 Détermination de tous les couples de surfaces à base doublement 
conique: je montre que la méthode pourrait aussi donner les sys- 
tèmes oo! de surfaces à base doublement conique et donne effective- 
ment deux exemples intéressants où toutes les surfaces sont unicur- 
sales. 

3° J'indique rapidement les couples déduits de l'équation de Laplace 
ponctuelle, de la forme d’Euler-Poisson E (2,2). 

4° Étude du parallélisme de Peterson. 

5° Transformations conformes de l’espace à 6 ou 8 dimensions et 
détermination, à partir d’un premier couple applicable, de nouveaux 
couples. 


Le second chapitre comprend sept paragraphes : 


1° Résumé des résultats obtenus sur les bases principales par divers 
géometres : Bianchi, Peterson, Vosset MM. Cosserat, Demoulin, Drach, 
Egoroff, Finikoff, Gambier, Goursat, Tzitzéica. 

2° Méthodesimple et nouvelle pour mettre en équation le problème 
général. Transformations asymptotiques des surfaces (B) qui accom- 
pagnent une surface (S) au cours de sa déformation; invariance de 
l'équation tangentielle de Laplace relative à la base principale. 

3° Détermination des surfaces de Bianchi, applicables sur des sur- 
faces de révolution. 

4° Étude des bases principales contenant une famille de géodé- 
siques. 


5" Exemple simple de ds* (et non plus de surface) pour lequel on sait’ 
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trouver oo! bases principales : c’est celui des développées des surfaces 
minima. | 

6° Étude détaillée des équations de Laplace ponctuelle et tangentielle. 

7° Rectification d’une erreur de principe commise par MM. Egoroff 
et Masloff. Recherche systématique des réseaux conjugués coniques per- 
manents ; la réunion de deux méthodes distinctes, mécanismes doubles 
d’une part, qui fournissent à la fois les couples et les systèmes w!, 
et d'autre part, utilisation des méthodes propres aux déformations 
continues, cette réunion, dis-je, permet d'obtenir tous les réseaux 
doublement coniques; bien que M. Masloff les ait obtenus, indépen- 
damment de moi et peu de temps avant, seule la réunion des deux 
méthodes permet d'affirmer que les résultats sont complets. Elle per- 
met aussi d'obtenir aisément les formules qui définissent explici- 
tement la déformation. Essai de classification des surfaces en jeu 
et application de la méthode à de nombreux exemples présentant 
des particularités intéressantes. Il reste un point à élucider : existe-t-il 
des réseaux conjugués. permanents tels que le lieu des sommets des 
cones circonscrits le long d’une famille de lignes coniques (quelle que 
soit la nature de la seconde famille) soit une courbe gauche? Cette 
question, dont MM. Egoroff et Masloff n’ont pas soupconné l’existence, 
me parait difficile et j’essaierai de la résoudre dans un autre travail. 


En terminant, je dois remercier M. Gambier, professeur a la Faculté 
des Sciences de Lille, de l'intérêt qu'il a porté à mon travail et des 
nombreux cohseils qu'il m’a donnés. 


CHAPITRE I. 


I. — Résultats généraux relatifs au réseau conjugué commun 
à deux surfaces applicables. 


1. Soient S et S’ deux surfaces applicables rapportées à leur réseau 
conjugué commun (u, ¢), E, F, G les coefficients de leur élément 
linéaire; les coordonnées x, y, 3; X', y', 3' des points homologues M et M 


7 à 
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et l'expression x?+y?+3?—a?—y"— 3"? sont sept solutions de 
l’équation de Laplace 
' 026 (12) 09 % 2} 08 _ 

Gis duov l1fdu | 2$d = 
Cette proposition est due à M. Gabriel Koenigs. 

Considérons la seconde nappe focale S, de la congruence des tan- 
gentes aux courbes » = const. de S; les coordonnées 2,, y;, 3; du 
point M, de S, correspondant au point M de S, sont: 


Or V2, 
RENE aap | (? 
Oy (12 
(2), nar Zs) 
epee le es bed | 
a iris. sde, 4 a hl 


soit S, la surface analogue à S, relative aux courbes ¢ = const. de S’; 
les formules (2) montrent que l’on a, en grandeur et signe, le sens 
positif correspondant aux u croissants, 


eee a T JR =.fial 
MM,=M'M; = VE: as 


D'ailleurs, si nous faisons rouler, sans glissement ni pivotement, la 
surface S’ sur la surface S, de manière que le point de contact décrive 
sur les deux surfaces une courbe: u = wy, les développables circons- 
crites à S et aS’ le long de cette courbe roulent également l’une sur 
l’autre; on retrouve ainsi l'égalité des distances focales MM, = M'M ; 
on voit de plus que les courbes u = const. de S, et S, ont méme courbure 
aux points homologues et se correspondent par égalité d’arcs, proposi- 
tion bien connue, mais que le calcul de l'élément linéaire de S, permet 


de préciser. Soient c, c’, c” les cosinus directeurs de la normale à §; 
posons 
. 0 du? + 20! du dv + à" dv —=—S dc dr; 


en dérivant (2) et tenant compte de l'équation 


(3 x _(11}dx | (11) de 
Le, du | 1 fou | 2 (de 


nn 


+'co, 


RS 
\ te 
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et des équations analogues où x est remplacé par y puis 3, on obtient 


O 412 | wee \11} 
(4) dr, dut 2 § ba Jou {9.1 0x a iad 
du. (734° f12( | du \12] Ov 412) A 
lol lo (a 4 (24 
O\aay Nr] 
(5) Ox, del 2 J SAS Se 
de (RER 121 Ou 
LE) (A 


les coefficients E,, F,, G, de l’élément linéaire de S, se calculent aisé- 
ment en tenant compte des identités 


Ox da 2 
sh eg — Se == — En 
A Sere 0, io ai) Gia ie 
il vient 
J 412] {ity 2 VALLE Oy 12 Tal 
ay Gs eet le par (| | 1 2 | Fe du | 2 a \ i 
POLE NE, pir J 2 [° RER 
pao) { 2, \ oe ay lo 
Ar 
5 ih à La # Re 
EVE 112: 
103 A LES 
d (121 (io | J \12) 160) a 
aS Ute Tea ei a dut » | > du 
Z eye yr | . ji REX 
roy bea taf Pie 
Oy12{ Nye ae ee 
ee 
ee, OES AS EE 
; freer f 12] 
ton | asf 


On remarque que, seul, E, contient un terme en ¢ dépendant de la 

seconde forme fondamentale de S; donc lapplicabilité de S et S' 

établit entre S, et S, une correspondance ponctuelle telle que les deur 

familles de courbes pour lesquelles les longueurs se conservent, sont con- 
fondues entre elles et avec une famille du réseau conjugué commun. 

Observons encore que les coordonnées (æ,, y, 3, ) et (2, 7, 3,) 
Ann. Ec. Norm., (3), XLVUL — Avan 1950. 19 — 
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des points M, et M, vérifient la méme équation de Laplace. 


' pe ET 
(9 ~ Oude ti... dugg eee Live 
O45 12) 
(iz) 0, | ovnlal Fey pare 
a ee ee a (12) ry Ds 7 
| a} 


dont les coefficients ne dépendent que de ceux de l’équation (x) ('); 
en tenant compte du fait que le coefficient F, est le méme pour, etS,, 
on voit que l'équation (9) admet les sept solutions 


: ae 2 j2 AE \ wae rary 
Vis Spa pep ee ete © eee fy 


RO ES ee SLATE 


ce qui généralise la proposition de M. G. Kwnigs pour deux sur faces 
applicables. 


2. Supposons établie une correspondance ponctuelle entre deux 
surfaces S et S’, de facon que : 


1° Le réseau (uw, #) soit conjugué sur S et S’; 

2° Que les courbes ¢ = const. soient l’unique famille (comptant 
alors pour deux) de courbes conservant la même longueur en passant 
de SàsS'; 

3° Que la distance focale MM, soit égale à la distance homologue 
MM. 


Ces conditions se traduisent par 


tot É= F— F, = 


l'accent se rapportant à la surface S'; la dernière équation, rendue 
entière, s'écrit : 


d (12) 
) — [LE ESS & ee 
(10 y, ox G G)=2, (3 


l'équation nouvelle |"?! at ve 
1 


Lil 


! 
non contenue dans les précédentes, 


(1) Nous retrouverons ce résultat plus loin en étudiant le parallélisme. 
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donne la même valeur que (10') pour a log(G’ -— G), de sorte qu’elle 


est conséquence des équalions (10); done l'équation de Laplace rela- 
uve à S! coincide avec l’équation relative à S, et, en vertu de Véga- 
lité F = F', cette équation commune admet la septième solution 


+ + sr y 57, 


On constate que le couple (S,, S,) possède pour les courbes u = const. 
exactement les mémes propriétés que le couple (S, S') pour les courbes 
“— const. de sorte qu'on obtient cette propriété remarquable : que les 
couples (S, S') et (S,, S°) sont parfaitement réciproques. En effet, la 
relation entre S et S, est réciproque ; les équations (6), (7), (8) ont 
été écrites pour le passage de S à S,; en échangeant u avec ¢, Eavec G,, 
F avec F,, G avec E,, on obtient : 


1 


CAES (aes) 
dul 11, PY eR 
(un) D = 3} 
CAE rat 
Ein crate 
9 412 C124 O\12) 1 0G, 
2 , ; 2 Ov 
Rep aes. du | id | \, ae muda 5 > On 
f 22}? {12 | Weve [121 
tit 4 (vu, re 4 rae 
O12) ee MEN Bs 22 | CARE Cor 
ix Slee Ov) 1x |, eae uv je DEN) HAN EE 
ne Menu [OU ye pere cran | 
(ately Lis iy ies; et van 
(22 16 2 
Na ary hare 
2 12 


où l'indice 1 se rapporte à la surface S,. 

3. Supposons que toutes les hypothèses du paragraphe précédent 
soient remplies et de plus que la courbure soit la même aux points 
homologues des courbes u = const. de S, et S,; les développables 
engendrées par les tangentes à ces courbes peuvent rouler l'une sur 
l’autre, et légalité MM, — M'M, assure mème longueur aux courbes 
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de contact de ces développables avec les surfaces S et S'; on a donc 
G = G' : Les surfaces S et S’ sont applicables: la réciproque de la pro- 
priété donnée au n° I se trouve ainsi établie. 


4. Angles des plans focaux des congruences des tangentes aux 
courbes du réseau. — Les plans focaux d’un rayon MM, sont : le plan 
tangent en M à la surfaces et le plan osculateur à la courbe # = const. 
qui passe par ce point; ce dernier est déterminé par les vecteurs 


OL wy 7) à (SE Oy Ba \e 


ic. ? = Mec Ter Teles ju Ex: 
(an Ou? Ou? du du du }? 


en tenant compte de l’équation (3) on calcule les cosinus directeurs y, 
+’, y! de la normale à ce plan et l’angle x, des deux plans focaux : 


NES —a( ee) 


ER ‘ du du 


he Se 
V yy (EG — FF) + ES 


jl ieee a ae OO 03 
; EG — F? at _ 
NE Ves a(« Ou Sia) 


= —— 


\/ DU (EG — Fy + Ba? 


NIRS ee OY Or 
: Sacha 3 © Ox : : x) 


Re mu ; 
\11/ Ba AE SAS 
ao ) + Ed 


(hi? une 
I: (VEG — F 
COAZCY + y+ Cordis 1 — —— 7 


ytd EG ERNST ES 
MC 
\ Eo 


too Siti’, 
Vt oa 
de [+ EG —F 


(14) tanga, = 


on trouverait de même pour l'angle des plans focaux des rayons de la 
congruence des tangentes aux courbes u = const. : 


ian) (RER LE tebe eR 
YL yp ———— 
ds HG ae E? 


brin 


rere 
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done si S se déforme en conservant Fe réseau (4, «) conjugué, ces 
angles «,, %, varient, puisque les expressions précédentes dépendent 
Ae: la Ur forme fondamentale de S; il n'y a d'exception que si 
{11} hoa 

| 9 { ou est nul, c’est-à-dire si l’une des familles du réseau est 
formée de géodésiques, auquel cas l'angle correspondant demeure droit. 


Des expressions (14) et (15), et de l'équation de Gauss, nous 
déduisons 
tanga, lang x, — 


| 
l 


où K est la courbure totale de S; cette expression ne dépend que des 


coefficients de l'élément Fo et par suite est invariante pour une 


déformation de S avec conservation du réseau (u, “) conjugué. 


d. SotentS, la seconde nappe focale de la congruence des tangentes 
aux courbes u — const. de la surface S et M, le second foyer du rayon 
tangent en M à la surface S; cette congruence MM, jouit des propriétés 
analogues à celles trouvées plus haut pour la congruence MM,; en 
particulier, la distance focale MM, ne dépend que de l’élément linéaire 
de S; ceci suggère une remarque bien simple, dont nous aurons à faire 
état plus loin : tous les éléments du triangle MM, M, dépendent uni- 
quement des coefficients de l'élément linéaire de S; donc si S’ est une 
déformée de S sur laquelle le réseau conjugué (4, «) est resté conjugué, 
le triangle M'M, M, est égal au triangle MM, M, de sorte que l'on a 


MM, — M, M. 


6. Congruence des droites M,M,. — Posons, pour abréger, l'écriture 


Un point de la droite M, M, a des coordonnées 
f = 1 dr 1 Ow 1 dx Z 

De | du ++ dB du)" 

RES 1 dy 1 0) 1 é 

da gs B du \Nor Baa)” 


P 1 Os AE ds 
nn Me (RES Ye 


du 
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Ces formules permettent d’étudier la congruence des droites M, Mb. 
Les cosinus directeurs de M, M, sont : 


1 Ox 1 0x 
is Lhe ie 
SAT hy Be 

A?” AB” B 

1 dy 1 0) 

Ad Bou 
= ae: 5 

G 2F I 

Va AB een: 

1 Os nO 


Ade Bou 


ls, saisis 
A? ~ AR B 


Nous devons remarquer que, si la surface S se déforme, de sorte que 
le réseau (u, ¢) reste conjugué, en entrainant avec elle le trièdre lié 
au point M, dont les arêtes sont les tangentes aux lignes w et ¢ et la 
normale, les points M, ML, ainsi que la droite M, M, restent invariable- 
ment liés à ce trièdre. Nous allons montrer que si, pour la surface S, 
la congruence M, je est congruence de normales, elle le reste quand S$ 
est appliquée sur S’. Il suffit de calculer I’ expression 


Le ee hs Oe i a ps LENS 
l=d(re B du }+ndl (—ÿ du)" af à hoa)? 


et de montrer qu'elle n'a pas changé en passant de S à S'; or, la 
condition nécessaire et suffisante pour que M,M, engendre une con- 
gruence de normales est que I soit une différentielle totale exacte. On 
a aisément 


d i a= dr ” Tene eee 1 Pax ’ 1 OB A Ox y 
G Bou) — | du \' B? du Irae way B de plu 


ef comme 


Fr — 
ocre 


Or dr 1 OK Ç Or Oar OF 1 OL 


—- é : — — =e 
> Ow > Ou de du? du > de 


le théorème est établi aussitôt. 
Nous rencontrons plus bas une déformation continue où cette cir- 
constance se présente. | 
L'étude détaillée de la congruence M,M, donnerait beaucoup de 
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résultats intéressants que nous nous proposons de développer dans un 
autre travail. 


II. — Réseaux conjugués doublement coniques. 


1. Avec Peterson, nous dirons qu’une ligne tracée sur une surface 
est cylindrique ou conique si la développable circonscrite à la surface 
le long de cette ligne est un cylindre ou un cone; il résulte du para- 
graphe précédent, que si le réseau conjugué aux surfaces applicables S 
et S' comprend sur S une famille de lignes coniques (ou cylindriques), 
cette famille reste conique (ou cylindrique) en passant de S à S’. Je 
me propose de déterminer tous les couples de surfaces applicables 
dont le réseau conjugué commun est formé de deux familles coniques. 

Le cas de deux familles de lignes cylindriques a été complètement 
résolu par Peterson et Bianchi; il s’agit de couples de surfaces de 
translation applicables: M. Gambier a repris la question et étudié 
les diverses circonstances nouvelles relatives à l'applicabilité phy- 
sique; dans ce cas, les seuls exemples de déformation continue sont 
les surfaces minima et les surfaces à profil de translation plans situés 
dans deux plans rectangulaires. 

Le cas d’une famille formée de lignes coniques et l’autre de lignes 
cylindriques est également épuisé : Peterson (') a indiqué le type à 
déformation continue; M. Gambier (?) a déterminé deux types de 
couples isolés comme application d'un mécanisme transformable de 
deux courbes, dans un Mémoiré auquel nous aurons constamment à 
nous reporter. 

Le cas de deux familles de courbes coniques a été amorcé par 
Mlodziejowski (*) qui n’a pu indiquer tous les résultats; je reviendrai 
plus loin sur sa méthode, qui est différente de celle employee ici. 


2. Dans le cas d’un réseau conjugué doublement conique, les sur- 
faces focales que nous avons appelées S,, S:,8,, S, au paragraphe 
précédent, se réduisent à des courbes (a), (b), (A), (B), lieux des 
sommets des cônes circonserits le long des lignes du réseau; quels 


(1) Voir DarBoux. Z'hrorte des Surfaces, t. 1. 9" édition, p. 181-184. 
(2?) Journal de Mathématiques. 9" série. t. 1. 1922. p. 19-76. 
(4) Mathematische {nnalen, t. 63, 1907. p. GNT. 
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que soient les points M, et M, pris respectivement sur (a) et (4), M, 
et M, désignant leurs homologues sur (A) et (B), nous avons, en 
vertu de la remarque qui termine le paragraphe précédent, 


MM,= M, M, : 


donc, le couple de courbes [(«), (b)] constitue un mécanisme trans- 
formable en le couple [(A), (B)| au sens de M. Gambier. 

D’autre part, étant donnée une surface rapportée & un réseau con 
jugué doublement conique (x, 3). les coordonnées d'un point de cette 
surface sont, comme on sait, susceptibles d'être écrites sous la forme 


fe HE: fe 43 


| «. der | b, AS 


Le cône circonscrit suivant la ligne 4 — const. a pour sommet 
a,(%), 4,(2), a,(%): de mème,le cône de sommet b,(3), b,(3), 64(3). 
, . LE" L 2 
On peut écrire ces formules : 


& 
| > 


| = 
2 
R 
ae 
| à 
= 
= 
Lo 
> 
— 


x 
| 
Lo 


da, “a da, da, 

\ da, A da, ; da, ra 
te | PAPE RE 
Ua ath, we Oy ": 


Ces coordonnées (xr, v, 3) sont solutions de l'équation pontuelle de 
Laplace, (1, 1) (vor Danvoex, Théorie des Surfaces, t. H, 2° édition. 
p. 90 el Suiv.) 

a EE 4 LE déni Rays 


03 05 4 = 3 07% 


mot 
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Ce résultat prouve que l'on peut supposer z et 3 invariants en pas- 
sant de S aS’; nous écrivons les coordonnées de S’ 


MA Ah (6 245, ) 
= 2 ? 


a 


/ 
| + 
Oa D 
(S') Ps ee Se He 
y Ve AV (BSB . 
Z=— 2 
ARE WAG ped 
,, | dX, ase AA, aa 
(2) COUPE 7 2 
AB, dB, dB. A 
Abs nap.” 0e 


Le calcul du ds* = Edz? + 2F dzd3 + G d3%° donne 


ee Gh Fae St Sieh ie Diigo Libya Oy) ee Sd a Ve 
Pied ONE 25 Sia, +b 02 oct Stay — dy) (ay b+ S (rig Sb: 
(2 —5)* GS 2? Sia, — b))?- 2 S(a, =) (a, bi) = Sa, =o, )*. 


Les conditions nécessaires et suffisantes de l’applicabilité de (S) 
et (S’) sont, outre (1) et (3). 


(5) S(a,— D, } SIA, RDA 
(6) Ses by, white, 6 he) = Sv AG Ba CCE B;). 
(=) S740) ESA EURE, )?. 


L’equation (5) a été prévue a priort: les deux couples (a), (b) 
et (A), (B) forment un mécanisme transformable, au sens du Mémoire 
de M. Gambier (Journal de Liowvtlle, 7° série, t. 1, 1922, p. 19-76). 

On aperçoit immédiatement un second mécanisme [(w), (DUAL 
(B)| intimement lié au précédent : les tangentes aux potnts homologues 
de (a) et(a) sont parallèles: de méme pour ( \) et (A) et, de plus, 
les arcs infiniment petits de (a ) et (a) ont le méme rapport que ceux 
de (A) et (A), le rapport variant d'un point à un autre; meme énoncé 
pour (b), (6);:(B),(B). L'angle ‘GE ab) est égal à l'angle (AB. AB) 
quels que sotent les points a et b sur (a) et (b). La dérivation en x 
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ou 3 des équations (5), (6), (7) montre que ces équations (1), (3), 
(5), (6), (7) ne sont pas indépendantes. 


3. Nous devons faire une remarque importante : le mécanisme(a), 
(b) est lié d’une façon intrinsèque à la surface (S), mais non (a), (b); 
en effet on peut écrire aussi : 
as-ne(hs- b,) 


A4 — 9 


À ge 


ath x) — (ha, un) — [2,02 — TM ON? — ph, | 


A 2% — (1h — 235) 


Si donc j'appelle z. (a) + (a) la courbe lieu du point 
Aa un, hay pa, ha, wd, 

courbe dont la construction au moyen de (a) et (a) est évidente géo- 
métriquement, on voit que l’on peutremplacer (a), (6) par 7.(a) + (a) 
et 72.(b)+ u(b), en même temps que x et 3 par 7. + ux et 72+ 4.3; 
quand S est déformée en (S’) l’invariance de x et 8, qu'il est commode 
de supposer réalisée (mais qui n’est pas nécessaire), revient à choisir 
parmi les couples (A), (B) que l’on peut associer à (S’) un couple 
particulier correspondant au couple (a), (b) déjà choisi pour (S), de 
sorte que z et 3 ne varient pas aux points se correspondant dans 
l'applicabilité. 

D'autre part, la correspondance entre les deux mécanismes 

Len (bist Bit et [rer (>): CX). CB) | 


est réciproque, de sorte que les surfaces Ÿ 


ui 
Ch, a,- (2, 
2% 


ol = 
oS 
ete 


—t,— 


4 
2] 
R | 
SRE “ 
> 
Lol = 
© 
a 


| 


I 
RI 

= 

2 
OS 

~~ 

= 
LOI — 

> 
ne 1 
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et >! 


z I 
a À 
K, = —A,—(B.g —B.) 
(2') Vee P 
I I 
ae 
= I 410% 
‘ Ay — ~A,— (B, 7 —B,) 
gas wie p 
1 I 
a ip 


sont applicables (2 sur £’) en mème temps que S sur S’, on peut 
d’ailleurs écrire : 


‘ @ — Blaa —%) ~a(b,8 —b,) 
3) ass 
i» _ Blaya —@,) — a( 6,6 — 6.) 
| FT — B(a,% —@,) — 2(b,8 ~ 0) 
so pala Minin tical 
7 Bi Apa A) ab D) 
| X — Er ; 
(pay hee _ B(A;a— A,) — 2(B,8 — B,) 
| r RARES a bse —B,) 
| LT— ae : 


De même, A, 4, A’, w étant des constantes quelconques, oe obtient, 
pour un premier mécanisme double connu, une infinité d’autres en 


lacant 
re Cas C0), “GAY? CB) 


par £5 Th : 
hay+pla@), 2(b)+p(b). (A) +p CA). 4(B) + p(B); 
FT) INC 


par c fn 
| nia) lay (by pb), OA) + BCA) 2B) + 2B): 
+ plo 
Op PP oe 
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N+ BB 
PSE vera: à 


Le couple (S, S’) se trouve alors remplacé par le couple 
(AS+ pd, 2S'+p2):. 


si la surface (S’) dépend d’un paramètre de déformation qui la laisse 
applicable sur S, le couple AS’+ uL’est aussi déformable à un para- 
mètre et reste applicable sur AS+ yp: la surface AS+ HE admet 
comme courbes intrinséquement liées à elle précisément le couple 
A (a) + (a). (6) + pb). 
| 

Nous verrons que les surfaces 2S + LY sont toutes celles qui corres- 
pondent à S par parallélisme, de sorte que les courbes « et (3 restent 
coniques. En tout cas, cette possibilité, pour la surface S, de rem- 
placer (a) et (6) par x(a) + (a), A(b) + u.b(6) est l’une des causes 
de difficultés dans la recherche des déformations continues. 

4. La classification, des mécanismes (simples) a été faite par 
M. Gambier par l’étude des relations linéaires à coefficients constants 
liant les dérivées 

da, da, dA, 

da” ida” FH 
comme conséquence de la relation 

da, db, dA, dB, 


“da dB ~~ da dB 
déduite par dérivation de 
S(a,— 6,)?=S(A,—B,)?, 


mais alors, en vertu de la proportionnalité des dérivées, le mécanisme 


nouveau 
[(7). (6); (À). (B)] 


appartient au même type que le premier. Il sera d’ailleurs utile 
d'exprimer provisoirement 


COLE OT TT ES 
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-au moyen d'un paramètre «, indéterminé (qui pourra être par exemple 
a, OU a,...); On aura ensuite 


M. Gambier dans son, Mémoire a indiqué 8 types de mécanismes; on 

s’apercoit qu’on ne peut garder que les types VII et VIII. 

Prenons d’abord le type VII (‘); il correspond (comme on le voit 
en se reportant au Mémoire de M. Gambier) aux formules où h, m, C 

sont des constantes arbitraires: 


(a) a, Ay, C= 0: 


| (db) b, b,=0, b;; 
(8) CA AG Svea} - SAS, 0, 
(B) re +m, 0, B;, 
oh 
(9) A?=— a? (1— h?) +a3+ 2amha,—G, 
; ; B? — D? * 1 ip? À b, C à 
Fe ee ear +6; — am 7 + C— mi. 


(a), (6) sont planes, dans deux plans rectangulaires, mais à part cela, 
arbitraires; on suppose a,, a, exprimées au moyen d'un paramètre 
provisoire «,, et b,, 6, au moyen du paramètre analogue ,. On écrit, 


avec trois constantes arbitraires nouvelles C, C’, m. 


(a) L ie Grau 
(b) oe 0, bre 
(A) ae Celeron 
(B) a Son) 0, a By: 
û 
@?(1— h?) +a; — A} + amha, —C =o, 

(10) aa. (1 h?) + 4a,a,— AA, + h(ma, + ma) C'’=0, 
1 

= da, Pe es - dA, i nm ae 

“à dz, er EE dx, * da, D TPE 


(1) Vindique rapidement pourquoi rt (par exemple) s'élimine : raisons analogues 
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Les deux premières équations (10) remplacent (6) et (7); la dernière 
(10), à elle seule, remplace les équations (1) et (3). On constate 
aisément, par différentiation de (9) et des deux premières équations 
(10), que les équations (1) et (3) sont vérifiées. 

On a de même : 


(11) € bb, (- ) + bb, BB, = = (mb, + mb, ) + C/— mi = 0, 


- db, 1 \ do. = db. m db, 
ARR Re Kpelle TE “Siete. ARR foret ST 
7 (1 ja) + ds dB te dB, hd 


Donc, tout mécanisme simple[(a), (6), (A), (B)] du type VII fait con- 


naitre par des calculs de dérivation et d'élimination x° mécanismes associés 
[(a), (6), (A), (B)]; bien que (a), (b) Soit déformable (a trois para- 
mètres) en (A), (B), en général [(a), (b); (a), (b)| est simplement 
transformable en [(A), (B); (A), (B)|, car (a), (6) dépendent (en 
général) des paramètres de déformation de (a), (b). Pour calculer 
effectivement (a); (b); (A); (B) on peut opérer ainsi : si A n’est égal 


pour les autres, On aurait 


C et © étant constants; en dérivant on à 


A; dA3 = a3 das. À 3 dA; = 3 das; 
done on a aussi 
A; dA3= a3 da; 
mais alors on doit avoir 


a 


kag og 


= et AG C, 
a3 ? 


: 5 da : : 
de sorte que % est une constante; mais alors —— est aussi constant : il y a contradiction 
a3 % x 


d 


da; , . 
parce que 7 doit être précisément la variable indépendante 2. 
13 
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a—-- I nt— 1, on prend l’inconnue auxiliaire 


@,Vi—he+ Li fae 
Vi—h? ‘ 
(12) de NL Li ae QU A: 
Vi—h : 
da, Tr et da, dA, 
da, Y da, ‘da, 


et l'élévation au carré donne 


Nae) = eles) CE 


Vo h?mm\? = h?m? - L°m° 
x | ( on) (c + Ae AR TICPTES 1 


de sorte que a,, a,, À, s’obtiennent en résolvant les trois équations 
linéaires formées par les deux dernières équations (10) réunies à (12). 


On calcule de même 6,, 4;, B;. Sih = + r il y a grande simplification, 


3 on” A . 274 As Q 
car les deux dernières équations (10) donnent a, et à rationnellement 


en fonction de a,, a,, a, et il reste une équation | la première (1o)]de 
degré 2 en a, : si même m=o, cette équation se réduit au premier 
degré en a,, de sorte que le cas À = + 1, m — o est un cas particuliè- 
rement simple, et cette remarque justifie l’étude que nous en ferons. 

Pour le mécanisme VIII, (a) est une courbe arbitraire tracée sur 
une quadrique Q, (4) une courbe arbitraire sur une quadrique (Q’) 
homofocale à (Q); (A) est la courbe de (Q’) se déduisant de (a) par 
l’affinité d’'Ivory; (B) se déduit de mème, sur (Q), de (b); si, pour 
simplifier l'exposé, je me borne au cas de (Q) et (Q’) à centre, on a 
avec 4 constantes arbitraires /, m, n, C 


: | at(i— 7?) + a} (1 — m*) + a3 (1— nn?) =, 
a?) A la, And AU 
» ; SAE EE 
w(1— pg) +(e) +a a)= ( 
(14) b b b 
ee as ae) Bo 
{ Rie i? de m fe Bel 
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La courbe (a) doit être sur une quadrique homothétique à (Q); or on 
peut, sans restreindre les couples (S, S'), remplacer (a (a) par une courbe 
homothétique : on supposera donc (a) sur (Q) et (6) sur (Q’) et l’on 
voit que (a) est sur Q, parallèle à (a). On résout : 


ÿ. 


al 


@u—f) +. a(1—m?) + @(r—x*?) =C, 
(15) a,a,(1— À) + a,a,(1— m?*) + 34,(1 — n*) = Ue 
@,(i—)daj+ G,(1—m*)da,+ a,(1—n*?)da,=0, 


où C’ est une constante arbitraire; système analogue pour b,, b:, 6; 


: ind 
obtenu en remplaçant C par — C, C par — C’ et Z, m, n par 2 


De la sorte tout mécanisme simple, du type VIII, fournit æ' méca- 
nismes doubles; à chaque mécanisme double correspond un couple 
(S, S’). 


5. Déformation continue. — Nous ne gardons que le type VII : des 
courbes (a), (0) sont planes dans deux plied rectangulaires. Les équa- 


tions (9), (10), au nombre de 4, permettent de calculer A,, As, 4,, & 
en fonction de a,, @, qe (en prenant «, — a,)et des constantes m, h, 
C, m, C, C': ces constantes devront être fonctions d'un unique para- 
mètre ¢, dont a,, a, ne doivent pas dépendre. Imaginons que nous 
ayons éliminé rationnellement A.,, A, (cé qui est possible; dans le pro- 
cédé indiqué plus haut, on pourra, par exemple, rendre rationnelles 
les formules donnanta,, a, ). On a donc deux équations 


“ ie ee : sels SE 
(16) (mn. Uy, eas Ale Gyr, Hi Is hi, Ci) =o, 
1 « 


dont les premiers membres peuvent être écrits sous la forme linéaire 
(x désigne un certain entier positif supérieur à 1) 


(17) > TU= 0 
1 


où les T; dépendent de ¢ par Vintermédiaire de C, A, 1, C, Cf, arel 
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4 EN da, — — 
les U; de a, seul, par l'intermédiaire de a,, ao, Tan? Ai Ga. Or une telle 
1 


équation entraine que les U, soient liées par p, équations linéaires à 


coefficients constants, p étant un entier compris entre o et n inclus, 


tandis que les T; sont liés par n — p, équations linéaires à coefficients 
constants, déduites aisément des p relations de l’autre série; chaque 


équation (16) fournit, on le constate aisément, au moins deux relations 
da, ys 3: 

entre a,, a,, 7 (indépendantes de £), de sorte que nous avons au 
sited | 


moins quatre relations, 
dane = 
(18) a(a, Fe a.) =o, 
L 


qui remplacent définitivement le système primitif et que l’on peut 
da, 


; da, OM a . es ed 2 
résoudre en a), > a, dy (i faudra que = soit effectivement la 
1 “4 J 


dérivée de a.) et, dans le cas de possibilité, il est ainsi démontré 


que a,, a, a, sont des fonctions algébriques de a,; de même C, h, 


m, C, C’, mse trouvent liées par des équations algébriques, de sorte 
que les mécanismes doubles, les surfaces à déformation continue et 
leur déformation sont algébriques. Pour éviter des calculs assez 


2 


ie’ : dA 
pénibles, si l’on remarque que A} et A, 7— s’expriment rationnelle- 


ay 
: BATS ek ali ss A : 
ment en a,, 4, 7» écrivons les deux dernières équations (10) sous la 
1 
forme 
= = = ' 9 \ A, 
a,a,(1—h?)+a,a, +h(ma,+ma,)—C'— (3) \ =o 

(19) ee he Bae kr \ MP, É 

( == 25 PE ee 1) Xs Naat eS 

MOT IE re * da, ae 


A, 
iG 
ral, conduit à assez de relations linéaires pour pouvoir achever la 


L’élimination de ~* fournit une équation du type (16) qui, en géné- 


question. 
6. J'applique ces considérations au cas simple déjà signalé h=1, 


m = 0. | La méthode du Chapitre Ila l'avantage de ne faire intervenir 
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que l’unique mécanisme (a), (6), (A), (B) lié intrinsèquement au 
couple (S, $’) et de faire trouver les deux relations nécessaires et suffi- 
santes entre C, A, m : le fait que À — 1, m=o réussit est une circons- 
tance heureuse. Mais cette méthode ne met pas aussi aisément en évi- 
dence ce cas particulièrement simple, qu'il est donc naturel de traiter 


ici. | La résolution des équations (9), (10) donne rationnellement a,, 


hd à ne : 
Qo, = a SAVOIT : 
29 me 


de. "? ré da, __ oe CA, 
(20) — Ca; C'a,+- may, («. tn a) Cm Hants o 
(21) —»mCa,+ CC—C’'+2mC'a, 
mec( Say m*|a3(S%) a — 0 
ns dou a *\ da, rc : 
& = d 
(22) —C5,4A,[ C+ m (ego a,)|=o. 


N'ayant en vue ici que d’obtenir une solution particulière, j'introduis 
des hypothèses commodes (qui ne sont peut-être pas nécessaires); 
supposons, dans (20), que m et Cm s'expriment linéacrement en C 
et C’(C et C’ sont fonctions l’une de l’autre, mais nous supposons que 
cette relation ne se réduise pas à C : C’= const.). On a avec certaines 
constantes A, hy Ay, Uy (Athy — UA's4 0) 


(23) ma=1C4+ pC’, Cm =1,C + p,G' 


Cela permet donc de remplacer (20) par les équations obtenues en 
égalant à zéro le coetficient de C ou C’ : 


; oe A Ow thee : SEL) 
1 ory) As — All =— —a,) +4, =, 
ARLES da, 
aon 2 ie i Ua; da, 
; 2 al@—— —a,)—p, —— =0. 
CAE es À Le lag Py da. 


L'équation (21) préalablement divisée par m ne contient que les 


termes C, C’, m et Cm, déjà exprimés linéairement en C et C’, et le 


an 
4 


on Gees AS : : : 
terme —-—— ; écrivons aussi, avec deux constantes nouvelles Avy tt: 
LL 
EC — Uc? 


(26) —— = 1,0 + p,C, 
m i 1h! 
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puis annulons le terme en C et le terme en C’ ; (21) se trouve rem- 
placée par les deux équations : 


à = SAG WN: Pel ae à 
(27) — 24; + hy — (Te) + | a (Ze) — a == Oy 


‘Ty da, la, \? 
(28) Pot 2a,— (Fe) +n] 3(S) — a3] =o. 


Nous devons donc simplement résoudre le système (24), (25), (25), 
(28) qui se trouve préparé de facon à simplifier encore notre discus- 


sion, car (25) et (28) devront donner a, et oh ensuite (24) donne a, 
1 


a 
a 
da, 
da, 


et (27) a,. L’élimination de 2" entre (25) et (28) donne 


(29) az (pa, — 1)? = (paz — p,) QUE Ali Ha). 


Ceci posé, on a deux cas: 
Premier cas : 1. — 0. — (25).et (29) donnent 


rae ae ks pie oe 

(30) hs =f Te a ‘Ox 5 — 24 — Ps P20, 

ces deux équations se réduisent évidemment à la dernière : la nérifi- 
cation annoncée est faite. 


Deuxième cas : 1 <0. — En multipliant par x, l'équation (29) 
s'écrit 
(3r) , ( Las — Ba) — pe) + (Ua — 1) —0, 


ce qui, dérivé logarithmiquement, fournit 


MS AL 22321 


SSS — — , 
pai — bu pai 


c’est-à-dire (25) : la vérification est encore faite. 
Le reste du calcul n’est plus qu'une question de patience : on voit 


116 ‘VASSEUR. 


aisément que pour passer de (a), (a) à (b), (4) et profiter des calculs 
déjà faits, on doit faire les échanges 


dir Fan ets M, os Cr (EX (RE m, 
(921 Se] Dee aa cat 
: DD LRO TD RER Be Ce CG ie Cle im, 
puis 
Rp A bu PA Le 
À, fy Any —B Aix Be Bae 


7. Prenons la première solution; une translation, le long de Or, du 
système (a), (6), permet de supposer 4, = 0; une homothétie, 11, = 1; 
on remplace ensuite la courbe 


Pi(@)+h,(a) où (4) +4,(a) 


par (a), ce qui est permis du moment que x, est indépendant du para- 
mètre de déformation; cela revient à faire À, = 0; une translation et 
homothétie de (a), (b) permet ensuite de faire A, = 0, A=1. | Il est 
bon d’écrire d'abord le système déduit de (24), (25), (27), (29) par 
les échanges (32) et (33); ce n’est qu'à ce moment que l’on fera, de 
Peart a aire, A=, == 1. Ay == 0, Ay | =e. | 

On trouve finalement le tableau : x= 3a,, 3=3b,—2 


(a) | CRUE 0, 
(b) ane ays b2=1— 2b,, 
(A) Mint) GC Oo, 
{ B) b,, O0, 8? -—i{— 2b, + GC; 
< Sd ep ts 
(a) PR — yy y= 1, ay 0, 
- 1 3 
(b) b= = 2b, + = ht. a, D UD = 
(\) Re A= Nach, t= G2), 0, 
CB) be, 0, sm AE thy ts 9) 


( est le paramètre de déformation; pour simplifier, je n'écris que 
les coordonnées de S,, X,; pour C =o on trouve (S, Z) et [(a), 


— 
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(à); (a); (B)] on a 


By 
(2a, —C)? 
ing fy ery 


(Se) 


nei a By)® 
WP POR: i Er Ee 


3a,— 3b,+ 2 


5 (3b, — 9) — 3a (5 BC s 
2 2 


3a,— 36,4 2 
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nie ee 1 
~aj—-b?+C+-— 
2 2 


a à 


2, 
, 


(35-4) Cag 2 CN 


34 —3b0, +2 


= 
4 
~~ 
or ee ee 
gl 
Ï 


3a,—3b,+2 


cs 
_3a,(i+C—2b,)? 


> 


Fig, 1. 


On voit aussitôt que les surfaces S, 


sont toutes égales à la surface So 
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qui est donc auto-applicable : dans l'égalité de S. # à, le pels (as, 
b,) de So a pour homologue = point (a, Æ = b, + 5) de S..; 


S. 8 ‘obtient eu faisant glisser S, de > Cle long de 6s 
(a), (b) sont deux paraboles ocala (A), (B) est ce même touple, 
ayant glissé de — le long de Ox; les points homologues a et A sont dans 


un même plan, perpendiculaires à Ox; de méme b et B. La figure 1 
(faite en deux projections) indique cette correspondance. En cours de 
dé formation la congruence M,M, signalée à la fin du paragraphe 1 (ier 
la congruence AB) est, et reste, congruence de normales. Les sur faces 
obtenues 1S, + 1, (déformées à 1 paramètre de 7.8, + 4%, ) sont toutes 
, unicursales. 
En écrivant les relations 


A,(A5+ 3C) 
Lc eer Ga, 


2 


lia ae : 2 b. 
aa | 
B= 5Bi+ —— AEpi+ L(3C+6C— 1), 
7 
i HE 7— 9G) 
>. — = ; 
on voit que (a), (b), (A), (B) sont des quartiques unicursales; la 


variation de C change ER (A), (B) de sorte que la sur- 


i v : ac 6 à A . - 
face À ne reste pas égale à elle-même; on peut remarquer que pour 


C= 5 (A) devient égale à (4) et (B) égale à (a); on constate en effet 
qu'en écrivant la relation 


doser Lip 
ny 


on peut produire les échanges suivants (les indices pour x 


OU Ly, ...,7,,... se rapportant à Z,, 2, Sy, »:) : 
A] % 3 


Cys qe d'os oe so os Yor 


ART Ed oo beer wipe ce She 


bP 
À 

4 
> 
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Cela prouye que la surface X. admet pour plan de symétrie le plan 
second hissecteur du dièdre Oxy, Ors; en même temps nous ayons 
découvert une nouvelle application de chaque surface À S,.+ LE, sur 


la surface AS. — 3, (application qui n’est réductible à un déplace- 


ment ou symétrie que si C = à à savoir celle qui fait correspondre 
au point 
; TER DR 
le point 
2 À 
Qi ae the Mage hs 


Les surfaces 2 S — ».X sont donc applicables sur les surfacesAS + u3; 
dans cette application les courbes (x) et (3) s’échangent. Les courbes 
2(A) + (A) et A(B) + u(B) sont aussi des quartiques unicursales. 


8. Prenons la seconde solution. — Des considérations analogues 
permettent de supposer j 
Pasig » A0, et: DAEENE 0, 
on pose 
Psat shen, 


où w est une constante, et l’on a 


AO yee; ca! b2 (Oye We à 


che) : sh?6 


1, 


ce qui prouve que le couple (a), (&) se compose d’une ellipse et d’une 
hyperbole focales. Cette détermination faite, on peut reporter le centre 
commun des coniques (a), (b) à l’origine et l'on a le tableau suivant 
que je n’écris, pour simplifier, que pour (A), (B); (A), (B);je substitue 
au paramètre de déformation € [qui pour € =o donne (a), (D); 
(a), (b), et le couple S, S’| le paramètre D = ÿ1 — C; j'appelle ¢ et - 
les paramètres curviljgnes sur (4) et (0) : 


ju 
(A) == the cost, = (D?— cost}? \,==0, 
ND, == ho ch, 3, = 0, Beth) 
— ~ chee — A, cho a 
Se ang? = —— Ne 0; 
(A) AU 5 tang? f, SA per ee 
7; : 1 1 she =e he ee B,sho, 
( 3) Dee AT +>  —— thr. 7 B= 0: ‘be D: ch =”? 
cho = — sho 
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Le couple (a), (b) se compose de deux coniques facales (cercle et son 
axe, ou couple parabolique exceptés); (a (a) et (5) sont deux paraboles 
focales de grandeur arbitraire, dont les plans coincident respectivement 
avec ceux des coniques (a) et (6); le parallélisme des tangentes suf fit 
à établirla correspondance ponctuelle (a), (a)et(b), (6). Le couple (A), (B) 
se déduit du couple (a), (b) par une homothétie de ee D et le 


couple (A),(B)de(a), (6) par une homothétie de rapport ps - Les courbes 


(A) + u(A) et A(B)+ p(B) sont unicursales et de degré 3 pour À:iu 
quelconque. Les surfaces KS) + WE, sont unicursales; la surface Sy est 
constamment homothétique à la surface S, et de méme la surface X, à x. 


III. — Couples relatifs à l'équation E(2, 2). 


L’équation ponctuelle relative aux surfaces de translation est 


#0 : + by : à 
=o ou E(o,o); celle relative aux surfaces à réseau conjugué 


du ov 
doublement conique est E(1, 1) ou 

) 079 1 06 ee LES 
tr Jude, u-—idu maveide fl 


L’équation la plus simple, après celles-la, est E(2, 2) et les essais 
précédents engagent à essayer de trouver des surfaces applicables 
relatives à E(2, 2): cette fois nous trouverons uniquement des couples 
et la méthode nous prouve qu’au moins dans l’espace à 3 dimensions, 
les équations E(3, 8) avec B23 ne donnent plus de couples. Écri- 
vons E(2, 2), 

076 2 06 2 06 
(2) : 


du dv u —# du u—v de 


— Où 


D'après les équations liant E, F, G aux ‘coefficients de l'équation 
ponctuelle de Laplace, on voit qu'ici on peut poser 


Le EURE 
he + :(u— +6}, 


; ad 
(RE x à (Cu —c})t 


| aoe : 
2 J 
Kz eds URE (HEURE 


du de 
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les coordonnées z,, x2, XL, de la surface étant 


1 LA 
ui + 9; Ui— #; be 
fo oe t=), 5 
ù (u—v} (u—v} ( 1% 9) 


Tae J 
IN 
— 


On trouve sans peine 


a — 12 2( uj— 9;)? + ya 2 Pi)(ui ei) — , (ui + uivi+ 977) 
FA (u—pv} . (u—v)? is u—y 


+ [ur du = fase. 


M. Gambier a indiqué (Annales scientifiques de I’ Université de Jassy, 
t. XVI, 1929, p. 301-338) comment déterminer les nouvelles fonc- 
tions U,, V; telles que la surface correspondante (X,, X., X,) soit 
applicable sur la première (x,, æ,, æ,). Une solution correspond au 
tableau (1 = const. <£ +1) 


+ { Us Us, 0, VERTE We; #0; 
Ao) Pe rodip. Ne es A boy Nt 
| u? (h? —1) + U2? — ui ae 
24 26u + 
G) CE + Ur ue Era) + SEAR TY, 
Us 
| we h® —1) AUS uf ai fi (wy 2 
I > 
(qi) + Va — 8 = fie, 
rf I 3 ig Spy: am+obr+y 
(8) (ge 0) + Va P= ar") Fad RE 
Up I rid pete 2 tie) 
va (ge 1) + Vi Pi —— 5 a PATES 


où f est un polynome arbitraire de Hot 6; a, B, y sont des constants 
arbitraires. 

La méthode employée ici aurait pu être employée pour E(o, o), 
EQ, 1) et aurait donné les résultats qui seront indiqués au Chapitre I 
pour EQ, 1). 


Ann. Ec. Norm., (3), XLVII. — AYRiL 1930. 16 
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IV. — Parallelisme de Peterson. - 


1, Une surface S(æ, y, 5) est rapportée à un réseau conneus et 
fournit une équation de Laplace ponctuelle 


O24 99 99 
(1) — — À — — = Gr 


du 06 Ou ov 
Les quadratures de eee totales 


APE Le 7 du + Q a de, 


oy dy 
(2) 4 dy'=P = du +O) = de, 
Jans du de 


| ) ) 
Os ds 

LAN LAS () 
| is a du + ( oa 


fournissent une surface S', parallèle à S sur la base (u, +), pour 
employer le langage de Peterson (les plans tangents homologues et 
les tangentes aux courbes homologues # ou ¢ sont parallèles), à condi- . 
tion que P et Q vérifient le système 


dP HY) 


: ea = 
(3) ae —A(Q—P)=0, 


ee th Pe Tones 
Ou 0) 


et l'équation de Laplace relative à S' est 


029! Q 05 P 04’ 
du Ov Pt 70): d6 


(4) =O 

Comme l'équation (1) et le système (3) ne dépendent que de l'élément 
linéaire de S, s'il existe une nouvelle surface 8,(a,, y,, 3,), déformée 
de S suivant la base(u, «), toujours en adoptant le langage de Peterson, 
on aura encore une surface S,, parallèle à S, suivant la base (aw. ©), 
déformée de S' suivant la base (a, +) en écrivant, avec les mémes fone- 
tions P et Q, 


dr Ow 
ir’, =P si if en 
ner, Al w+ Q aa de, 

: ; dy’ hy 
(27) di, = p dit + Qt de, 


Ou ~ di 


den Se eye: 


| <i hr dy, 
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Cette transformation bien connue exige |’ intégration du systéme (3), 
qui peut se ramener à l’une ou I’ ‘autre equation 


dalle 1 OA dPr OP 1 OP 
du d i Ou ) Ov à as ‘ents À Ov’ 
as PQ « OB dQ 2Q at ot) 
( ne x ENT eee } x 
oh du Ov (5 Ov s) Ou : de + 2 dort de B 0a 


ou, opérant comme Darboux (Théorie des Surfaces, t. U, 2° édition, 
p. 260), posant R = P — Q, à l'équation 


PR OR aR ( OA OB 
\ — R ) — Nh 


DE B 
ae du Ov 7 Ou Re Ov Ou ‘ Ov 


qui est l’adjointe de (1) et par suite s pnleeron en même temps qu'elle; 
une fois (7) intégrée, ona 
(8) po { (+ Bk) du=ARde.  Q=P=R, 

Or, il existe beaucoup d’équations de Laplace que l'on sait intégrer 
explicitement : pour chacune d’elles, le probléme du parallélisme est 
résolu par quadratures; les équations E( 8, 3’), où 3 et 2’ sont des 
entiers, sont dans ce cas et parmi elles E(o, 0), Ex, 1), E(2, 2) sont 
d'autant plus intéressantes qu’elles donnent des couples (ou sys- 
temes æ!') applicables, qui, par parallélisme, donnent aussi des 
couples (ou systèmes æ!') applicables. 


2. Si la surface S possède un réseau (uw, +) conjugué où les 
lignes u = const. sont coniques (mais non cylindriques), on à 


>? — 
mene \—= - — 
BOs 


(B =o donne une famille cylindrique ). 

| Supposant $ rapportée à un réseau conjugué, cherchons à quelle 
condition les lignes w — const. sur S’ sont coniques (qu'elles soient 
ou non coniques sur S) (inutile de parler du cas de lignes cylin- 
driques, ear si elles le sont sur une surface, elles le sont sur les sur- 
faces parallèles, résultat évident véométriquement). On doit donc 


3 
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écrire 
Q: #6 
(9) AR AD De = À log oO : 


1 OB I OQ _ 
0 Bd  Qor 
HO 1 OB 00 ti 
2 du Ov CES Je on? =». 


On obtient manifestement deux classes de solutions [ et I]. 


ae 


Solution I. — Az = - de sorte que S est à lignes, à u = const., 


coniques ; il est nécessaire et suffisant de prendre Q=U où U est 
fonction arbitraire de wu (et alors la surface S’ correspondante est aussi 
du type I, tandis que si Q est une solution différente de ce type, la 
surface S’ sera du type II). 


Solution IT. — À — = 


tions (10) et (G) est 


(11) B- AUTE Se A) =. 


7, ~ 0: la condition de compatibilité des équa- 


et il ne reste, pour déterminer Q, que l’équation (10), qui donne Q par 
une quadrature (S est du type II, mais S’ est du type [). Il est 
intéressant de comparer ces résultats avec ceux du paragraphe 1, 


formule (9). 3 
Kn particulier, prenons E(B, 8’), c’est-à-dire 
A= p ; D — pu pour G'—1 


u—# P— uw 


les lignes uw — const. sont coniques; supposons 3 1 : la condi- 
tion II devient alors 6 = — 1; de la sorte nous pouvons affirmer que 
les surfaces déduites de E(2, 2) ne peuvent, par parallélisme, donner 
une famille conique. 

Il est donc intéressant de revenir aux surfaces déduites de E(1, 1): 
réseau conjugué (u, s) doublement conique, et de chercher les surfaces 
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parallèles à réseau doublement conique encore ; nous avons trouvé une 


solution précédemment, nous allons voir que c'est la seule. En effet, 
on doit avoir ici 


et (3) donne 


c'est-à-dire 
ÜU=1+uu, Ves he. ue, 


i et u. étant constants, on a alors 


(lL, — by CU, = LAN 
RS va NG Re ee ey 
LAN (l'A 


On retrouve donc bien la solution indiquée. 


V. — Application des transformations conformes de l’espace enclidien 
à n dimensions. 


I. Par les opérations du groupe conforme de l'espace euclidien à 
n dimensions, à toute variété minima, c’est-à-dire telle que ds’ =o, 
correspond une variété analogue. Deux surfaces applicables 


ie Poe a LT Er à) 


donnent done dans l’espace à 6 dimensions, en posant 


ARE, AA RS VER 


une variété minima à 2 dimensions (x, y, 3, £, an ©) : le ‘groupe con- 
forme (a 28 paramètres), de l’espace à 6 dimensions donne °° variétés 
analogues qui fournissent æ'° couples de surfaces applicables 
distincts du premier (on a retranché 6 pour le déplacement de $, 
6 pour celui de S,, r.pour une homothétie portant sur SetS,), S ets, 
étant rapportées à leur réseau conjugué commun &, ©), On sait que 


(1) PO ai AE ate kts Bee ae Tk” 


sont sept solutions d'une même équation de Laplace : 
OF 09 r 95 
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Une transformation du groupe conforme en jeu. donne a la place 
de (1) un ensemble 


(3) 2, Fy By. Ca) di due ee ee 


qui sont sept solutions d’une équation nouvelle de Laplace, qui a les 
mémes invariants que (2); il en résulte que de tout couple applicable 
sur une base simplement ou doublement conique, ce procédé donne 
x'* couples de même espèce. 


2. Pour les mécanismes, on obtient des résultats analogues, car 
l'équation 


(14) > \a- by \;— Bt 0 
1 4 


se transforme, en posant 


is Mais A: Re TN ES 
4) 
CHER EB7 Part bsp tB,. 
2n 
(6) » tb) = 0: 


1 


Done de deux mécanismes (a), (b), (A), (B) trans ou déformables 
l'un en l’autre dans l’espace à trois dimensions, on déduit comme plus 
haut x'* nouveaux mécanismes sémplement trans formables, même si le 
mécanisme de départ est déformable. 


3. Dans le Mémoire déjà cité, Mlodziejowski remarque qu’en écri- 
van 


ne Fe [LEA CN fi, — V3 

l= — ‘ r= = = y = ——) 
; fia fh. Hi Ve ge La 

sen 
/ . 

U,—V U \ U; — \ 

| 1 à 2 Ls 3 a 

at tes ye VE Soar, HOT EI 
sg — 05 ti. <= Vi Us — Vv; 


où les 4; et U; dépendent d’un paramètre uw, et les v; et V; d’un para- 
metre +, on a des surfaces rapportées à un réseau conjugué formé de 
lignes cylindriques ou coniques; les plans tangents à la première sur- 
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face le lung de la courbe n = const. passent par le point 


du, du, du, du; 
du “du? du’ du 


en coordonnées homogènes, de sorte que la ligne est conique ou cylin- 
drique, suivant que w, est variable ou constant. Les conditions d’ ap- 
plicabilité peuvent s’écrire, dans tous les cas, en introduisant les fonc 
tions nouvelles U, de u et V, de ve 


D CRD ) =D — V,)?=(u;— ¢;)(U;— V;), 
d : dU du, aU 
My "Weel Ls 
(8 ty 7 à (G2) = nae 


a 


Sei of ey? 2 hie RANT 
(1) ye (MY Lun av, 
pe de 2 de rad 
1 ul 


En posant 
| CEE ay, aUs= «+. U;, 


(9) lo hea Vik 2 Vi Gy aera 


les équations (8) prennent la forme très remarquable 


4 : 
> ER Sd V. 2. 
t 4 


ent (dui 

(10) po (32) => (+) à 
‘ \ ; 1 
ia 4 

ds, \? AN" 

= (Fe) =F 
i 1 


On est donc amené à déterminer tous les mécanismes dé ou transfor- 
mables de l’espace à quatre dimensions, puis à ne conserver parmi 
eux que ceux où l'arc de la courbe (a) est égal a celui de la 
courbe (A), l’are de (b) étant aussi égal à celui de (B). La forme des 

équations (8) montre que l’on peut remplacer u; et ¢; simultanément 
par U, et V; (ou si l’on préfere changer de signe w, et «,) de sorte que 


9 # 
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tout couple de cette espèce en fournit un autre (il peut arriver ainsi 
qu'on ait un couple à réseau cylindrique-conique d'une part, et 
conique-conique de l’autre; il peut arriver que l’un des couples se 


réduise à une développable). Or les résultats de Mlodziejowski n’ont 


pas été poussés par lui jusqu’au bout, malgré leur intérêt, non seule- 
ment pour les couples, mais surtout pour la déformation continue; ce 
géomètre a bien obtenu la déformation continue sur réseau conique- 
cylindrique, mais n’a pu obtenir aucun exemple de déformation con- 
tinue à réseau doublement conique: 


4. En tout cas, remarquons que, dans l’espace à 8 dimensions, 
les courbes (u,, u,, us, us, EU, tU,, EU, 2U,) et (er, as Vas Sas 
iV,,7V., ¢V,,7V,) sont minima, et telles que tout cône (à 7 dimen- 
sions) isotrope ayant son sommet sur l’une, contient l'autre : les opé- 
rations du groupe conforme de l’espace à 8 dimensions, groupe à 
45 paramètres, conservent ces propriétés : en retranchant, comme plus 
haut, 6 paramètres pour les déplacements de chacune des surfaces 
dans l’espace ordinaire à 3 dimensions et 1 pour l'homothétie, d'un 
couple de surfaces applicables de l'espèce en jeu, on déduit oo? 
couples analogues, distincts du couple de départ; et du même coup, 
de tout mécanisme double, on fait dériver æ*? mécanismes doubles 
nouveaux. 


d. La substitution de U, au; et V, à v,, par exemple, revient à rem- 
placer (u,,u,,u,, us, 4 Us Us, 1U,, 7 U,) par (ujyittsy Uys us BU, 
tU,, tU,, cU,) (et de mème pour les # et V), ce qui est bien une opé- 
ration du groupe conforme de l’espace à 8 dimensions (d’ailleurs avec 
le mème mécanisme de l’espace à 4 dimensions, un simple échange 
du nom des indices revient à une opération analogue que Mlodzie- 
jowski ne signale pas). Il est intéressant de voir comment cette trans- 
formation de Mlodziejowski transforme notre mécanisme double 
soient 


lia), (Db); (a), (D), [( \), (B); fA), (B) | 
les mécanismes doubles correspondant aux surfaces (7) et 


Lia), (6): (%) (CB) Tea), 1); (@), (B)] 
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leurs transformés relatifs aux surfaces obtenues en mettant U;—V; 
en dénominateur, au lieu de u, — ¢,. Nous avons 


(11) u=a,(u,t+ U,)—aQ, oY =u, 4+U,. 
1 
La dérivation fournit 
ge du, = | da, + du, 
(as odie i aU, epee: TER dU,” Te du, dU 
du, dU, aU, 


oe = [Nee ee, 
a, diy ae. du MU DE EAU, 


On en déduit 


: : ADI 
(13) DA + ae NEA AS  ! # 
a ; : ". 6 dU ae du, 
En changeant w, en —u, ona 
( wea du, z du, 
LA AU. aus? TL = ain ; 
Gs) dU, + du 
Re ae ot Ot eS UE ES 
= Ë ; 5 oh HU, 


et par suite, 
ay 
ATARI all Gr A 


(15) Oia 


de sorte que le mécanisme [(a), (6); (A), (B)] se transforme en 
[(a), (3); (QL), (G)] par une inversion dans l’espace à six dimen- 
sions; la transformation du mécanisme |(a), (b), (A), (B)| est plus 
compliquée : mais ceci n’a rien d’étonnant, car nous avons vu que ce 
mécanisme n’est pas lié intrinséquement au couple de surfaces appli- 
cables. 


6. J'ai indiqué comment le parallélisme de Peterson fait corres- 
pondre au couple (S, S’) le couple (*, >’), les rôles des mécanismes 
[(a), (b); (A), (B)] et [(a), (b); (A), (B)] se trouvent échangés : 
montrons quelle est la transformation du groupe conforme à huit 
dimensions qui fait passer de (S, S’) à (£, &’). On remplace respecti- 
vement 
(16) ie, Ue) Uy, BES US 
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par \ 
2 — u, 
Tits ba ’ ts — » “= —— 
17 u,+U, "FU, Ag u,+U, 
(17) «5 : U, : — U, Ü = i. 
ie , : U— : , +) 
u, + U, ru +U, u, + U, 


et analogues pour ¢,, Ps, Fa, Vi, Va, V3; il reste à trouver u,, U,, 
#,, V,. On a d’abord 


I 
+ Ve 


brite 1 OS 
(18) 44+ U,= wares IF PEN, — 


Écrivons maintenant 


4 4 
(19) Satie Sig aT 
Si, poar abréger, on ree par Su’, par exemple, l'expression 
u; + u,-+ u;, on voit que cette équation (19) s'écrit 


S( «a? — U?) 35 (76, Op UV) 7 S(°?— V?) 
(au, + U,)? (u,+U,)(,+ V,) (e,+ V,)? 


+ | ET |l.-0, —(%,—V,)] =o. 


u, + U, 


(19°) 


En tenant compte de 
(20). S(u2— U2),+ S(v? = Vi) —2S(me,— U, V,) 
+[u,+ U,—(%,+ V,)][a,— U,—(¢,— V,)]=o, 
on voit que la combinaison schématiqne 


(20) 
(uw, + U,) (e+ V,) 


(19’) 


I 


u, + U, À P, + y. donne 


débarrassée du facteur 


To eh H+ui + ui — U2 = U?- U:—U? 
“y= = = 3 | 
u, + U, 
V Wit vacate oe lee ges Va VG. 
BE VY 


(21) 


ON fia pai 
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Posons hs 
out + u3+ ui + ui — U?— U?— U?— U?, 
= I ra = I I+o 
U, —- U,=- ——; 
CH 2 u,+U, 2 u, + U, 
| t= 2+ + 024 o2— V2 V2 V2 V3, 
< ANNE AE g- 1 17 
ad , 2— > as 
20,4 V, Sta pa Ve 
(23) ds* = du} + du3+ du} + du? — dU?— dU? — dU2— dv?, 
(24) ds? = du? + du + du? + du? — dU? — dU2— dU? — dv?. 
_ On obtient, en remplaçant dans ds? les lettres u,, u,, ... par leurs 
valeurs, 
5 ds? 


ME a 
ni Lt: 


ce qui prouve bien que notre transformation appartient au groupe 
conforme de l’espace à 8 dimensions. 

Il était intéressant de rattacher à des principes généraux la trans- 
formation indiquée par Mlodziejowski et la nôtre. J’ajouterai que la 
méthode de Mlodziejowski devait fatalement échouer pour la déforma- 
tion continue avec réseau doublement conique, parce que la quan- 
tité u; égale à Us + U, fait intervenir à la fois le mécanisme 
(u,, Uy, Uz, U,)(61, Fa, V3, Ÿ,) et Son transformé. 


CHAPITRE Il. 


I. — Résumé des résultats relatifs aux bases principales 
obtenus antérieurement. 


M. Cosserat (Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 1873) 
a montré Je premier que la condition nécessaire et suffisante pour 
qu’un réseau conjugué d’une surface soit permanent, c’est-à-dire reste 
conjugué au cours d’une déformation continue, est que son image 
sphérique satisfasse au système 


le à 
(1) Ë Cua a Bi TE 2) 
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plus tard, Bianchi a donné de ce résultat une interprétation élégante 
et féconde : L'image sphérique d'une surface (S) rapportée à un réseau 
conjugué permanent est aussi l'image sphérique d'une surface (B) (') 
rapportée à ses asymptotiques, la courbure totale de (B) ayant pour 
expression 


(2) K=(—1):(U(u) + Ve); 


réciproquement, à toute surface (B) de cette espèce correspondent oo sur- 
faces (S) obtenues par l’intégration d'une équation de Moutard. Bianchi 
a rencontré de nouveau les surfaces (B) au cours de ses recherches sur 
les congruences W : ce sont les surfaces focales des congruences W 
pour lesquelles, aux points correspondants des deux nappes hole la 
courbure totale est la méme. 


(B) 


(S) 


La correspondance entre le réseau des asymptotiques d'une surface 
(B) et le réseau conjugué d'une surface (S) correspondante est simple : 
aux points homologues M et M’ de ces deux surfaces les tangentes aux 
courbes u = const. de (B), 6 = const. de (S) sont parallèles ; de mème 
pour les tangentes » = const. de (B) et w= const. de (S). 

Les équations (1) montrent immédiatement que les surfaces (S) et 
(B) se répartissent en trois classes : 


Classe (A) L ” ast 3 i 0, 
I 2 


(1) Je désignerai désormais ces deux espèces de surfaces par les lettres (S) ou (B). 


— 
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le réseau conjugué est formé de deux familles de géodésiques et récipro- 
quement tout réseau conjugué formé de deux familles géodésiques est 
permanent; il s’agit de surfaces bien connues sous le nom de surfaces 
de Voss et Guichard; M. Gambier a étudié leur déformation dans un 
Mémoire inséré aux Acta mathematica en s’occupant tout particulié- 
rement de la réalité ou de celles qui sont applicables sur des surfaces 
de révolution. | 

Les surfaces (B) sont ici les surfaces à courbure totale constante 
(U = const., V = const.) 


Classe (B) 


les lignes # = const. du réseau conjugué sont géodésiques, les lignes 
e — const. ne le sont pas; les surfaces (B) ont une famille d’asympto- 
tuques formée de courbes à torsion constante (+ = const.). Je montre 
plus loin que si deux surfaces applicables ont un réseau conjugué com- 
mun comprenant une famille de géodésiques, il existe une déformation 
continue conservant ce réseau conjugué; autrement dit, si un tel réseau 
est base d’une déformation, il est base principale, et non base simple. 


Classe (C) rase ie 0, 


Ch 
DEN 


aucune des deux familles du réseau conjugué n’est formée de géodé- 
siques; ni U ni V ne se réduit à une constante. 

Les formules de Lelieuvre ramènent la recherche des surfaces de 
Bianchi à celle des équations de Moutard 


0°0 
du ds 


—= M5 


qui admettent un système (au moins) de trois solutions liées par la 


relation quadratique 
+ 624+ 63=U+1N, 


ou U désigne une fonction de # seul et V une fonction de, ces solu- 
tions sont dites, suivant la terminologie adoptée par Guichard, solu- 
tions quadratiques. 

M. Gambier a donné au Mémorial des Sciences mathématiques 


134 VASSEUR. 


(fase. XXXD les équations que doivent vérifier les coefficients d'un 
ds? donné pour que les courbes coordonnées forment un réseau con- 
jugué sur w' surfaces représentatives : en nous bornant à la classe (C), 
on a le système nécessaire et suffisant : 


Tee a LT 

[REG] 

saules (rad 

(8) on [ (EG — PAR 
RME: 4(u+e) 


[les variables wu et ¢ ont été choisies de manière que la courbure totale 
de la surface (B) correspondante soit K = (—1):(u+ e)?]. 

J'ai signalé dans I’Introduction les principaux résultats obtenus par 
M. Finikoff. 

Les exemples de surface (S) connus sont relativement peu nom- 
breux : on a d’abord le cas relativement banal où la base principale est 
formée des méridiens et parallèles des surfaces de révolution, d’où, en 
transformant par parallélisme de Peterson, les surfaces moulure. Les 
surfaces données par M. Goursat (American Journal of Mathematics, 
t. 45, 1892, p. 1) pour lesquelles le réseau conjugué contient une 
famille de courbes planes situées dans des plans paralléles, les courbes 
de l’autre famille sont planes également : Raffy a montré (Comptes 
rendus, t. 132, 1901, p. 729) que ces surfaces sont les seules surfaces (S) 
dont le réseau conjugué comprend une famille de courbes planes, leur 
détermination dépend de trois fonctions arbitraires d’une variable et, 
à ce titre, elles constituent le type le plus étendu de surfaces (S) 
connues (‘). Les surfaces minima sont surfaces de Voss; le réseau 
conjugué permanent est formé des lignes de longueur nulle, son image 
sphérique est formée de deux systèmes de génératrices rectilignes de 
la sphère. M. Drach (Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 
2° série, t. 10, 1908, p. 125) a déterminé les surfaces (S) dont l’image 
sphérique du réseau conjugué en jeu contient une famille de lignes de 


(1) Ce type comprend donc, comme cas particuliers, les surfaces de révolution, les 
surfaces moulure déjà citées, les quadriques, les surfaces de translation de whinehs a 
profils de translation plane dans deux plans rectangulaires. 
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longueur nulle, les surfaces (B) correspondantes sont réglées et a 
génératrices isotropes. 
Les surfaces tétraédrales 


2 3 2 
ax + By + yse=1 


admettent o' réseaux conjugués permanents; pour chacun de ces 
réseaux on obtient oo! surfaces tétraédrales ayant une asymptotique 
commune restant rigide; cette belle propriété a été mise en évidence 
par M. Tzitzéica (Annales de l’Académie Roumaine : Section des 
Sciences, t. 38, 1916, p. 241-258) et étudiée en détail par M. Gambier 
(Journal de Mathématiques, t. 5, 1926, p. 227-291) et par M. Jonas 
(Mathematsche Annalen, t. 92, 1924, p. 214-257). 

M. Gambier a déterminé parmi les æ° surfaces hélicoidales ou révo- 
lutives représentatives d’un ds? de révolution les familles 00% possédant 
un réseau conjugué permanent ( Bulletin des Sciences mathématiques, 
2° série, t. 1, 1926) en dehors du cas bien connu où les surfaces de 
révolution se déforment en surfaces de révolution avec conservation 
des méridiens et des parallèles, on trouve trois types de solutions : 


1° ds = u?(du* + de?), 

on a les hélicoides applicables sur la développée du caténoide; le ds? en 
jeu possède oo? géodésiques qu’on peut répartir en réseaux définis par 
l'équation 

À du? — (u?— à?) ds?— 0 (À = const. ); 
chacun d’eux est conjugué sur æ' surfaces représentatives; l’hélicoide 
minimum imaginaire d’équation 

2[3æ& + (y +iz)}](y +is)=3(r — is) 
appartient à chacune de ces famulles (*). 


20 ds = chu (du? + ds*), 


(1) GAMBIER, Comptes rendus, t. 188, 1919, p.758, et Bulletin des Sciences mathé- 
matiques (loc. cit.), cette surface a déjà été citée par M. Blaschke et antérieurement 
par M. Weingarten, à propos de la méthode si curieuse que cet auteur a imaginée pour 
l'étude de la déformation, mais le rôle de cette surface comme surface de Voss-Gui- 
chard avait complètement échappé, les géo:étres ayant eu scrupule à conserver une 
surface imaginaire et n'ayant pas remarqué les nombreuses applications qu'elle a, 
même dans le domaine réel, systèmes cycliques, systèmes orthogonaux. 
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on a les hélicoides applicables sur le caténoïde ; comme précédemment 
on peut répartir les géodésiques en æ' réseaux, 


À? du? — (chu — A?) de = 0, 


tels qu’à chacun d’eux corresponde une famille «' de surfaces sur 
lesquelles ce réseau est conjugué; chacune de ces familles contient 
Vhélicoide minimum réel. 


3° On trouve ensuite +? types de ds?; chacun d’eux donne æ? sur- 
faces hélicoidales ou révolutives de l’ensemble desquelles on ne peut 
extraire qu’une famille, admettant un réseau conjugué permanent. 

Ce troisiéme type s’obtient à partir du premier et du second par le 
parallélisme de Peterson. 

Dans ces trois cas, le réseau conjugué est formé de deux familles de 
géodésiques; ce sont des surfaces de Voss; les deux hélicoïdes minima 
sont donc æ' fois surfaces de Voss. M. Finikoff a montré que ce sont 
les seules surfaces qui possèdent cette propriété. 

Citons enfin les surfaces de translation dont les profils de translation 
sont dans des plans rectangulaires, ce sont les seules surfaces admet- 
tant un réseau conjugué permanent doublement cylindrique (en dehors 
des surfaces minima). 


IT. — Mise en équation du probléme général. 


I. Soient 0,, 9,, 9, trois solutions de l’équation 


d°0 


à — M £ 
Jude mY 


(1) 


vérifiant l’équation fonctionnelle 
(2) 9? + 63+ 2—=U(a)+ V(r); 
considérons trois cas : 
Premier cas : ni U nt V ne se réduit à une constante. — C’est ce 
que Bianchi appelle la classe (C), on peut, sans restriction, supposer 


Ut Wiest 


NY 


NE Léo ul 4 
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de sorte que (2) s’écrit 


(3) 62+ 624 G2—u+p; 


dérivons en u ou ¢, 


06 1 00 I 
h ooh age ee ae 
(4) on du 2” a Ov” 2 

En dérivant la première équation (4) par rapport à ¢ ou de la 
séconde par rapport au, et tenant compte de (1), on a 
(5) Se SN PARTS 


Considérons la surface S’ décrite par le point de coordonnées — 
(9,, 0,, 0,); son élément linéaire est 


ds? — E' du? + 2F' du dv + G' ds°, 


LAN /08,\! 1 eH, 08; Red DO N 
B'=s(5*) De on oe G'=s(F) 


en tenant compte de (1) et (4) on a 


: Oi 3 OG 
(6) far CE 


ce qui permet avec une fonction auxiliaire X d’écrire successivement 


HE OX an re 
(7) Fe Ou’ my Ov” 
o7X an dx 
= PR 2 agit id tre 
ox OX Ox 
RIRES 2 ‘ ; ; 32e 
(9) ds “rl du 2(u +s le du dy + aa dy; 


X doit vérifier l’équation du quatrième ordre obtenue en exprimant 
que la fonction ¢ = = (u + ¢°) vérifie l’équation 
(10) A,,p +1= A,p — h(2p— Ap), 


que Bianchi (*) appelle seconde équation de V'applicabilité, équation où 


(1) Brancni, Lezioni, t. 4, p. 220. — DarBoux, Théorie des Surfaces, 1. 3, p. »6o. 
Ann. Ec. Norm., (3), XLVII. — Mat 1930. 18 
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les paramètres différentiels et la courbure totale K sont relatifs à l’élé- 
ment linéaire (9); à toute intégrale X de cette équation correspond 
une surface dont les coordonnées 9,, 0,, 8, dépendent de l'intégration 
d’une équation de Riccati; on vérifie facilement que ces coordonnées 


satisfont a l’équation 
HAS Se 
ae! du dv” dudv ~ 


Il suffit pour cela de vérifier que les projections octogonales du 
0°60, 08. 020, 
dudv’ dude’ Oude 
même plan sont égales à celles du vecteur (0,, 9, 9,) multipliées 


vecteur ( ) sur trois directions non parallèles à un 


par TT cette propriété résulte des identités 


" “a i En eae 
$6,6,=u+e, SU are 39, ==> 
Oo, + dx 
‘dude (sig) du Ov’ 

09, 079, t ox 

du du de 2% du dv” 

06, 070, _ 1 ŒX 

de Oude 2% du dd 


Donc, les équations de Moutard qui admettent un système de trois inté- 
grales quadratiques dépendent de quatre fonctions arbitraires irréducti- 
bles d’une variable ("). 

A toute surface (S’) ainsi obtenue, les formules de Lelieuvre font 
correspondre une surface (B); les surfaces (S) à réseau conjugué per- 
manent correspondantes s’obtiennent en prenant l'enveloppe du plan 


Ou + Sy + 0,3 +0,—=0, 


où 9, est une quatrième intégrale de l'équation déjà rencontrée (1) 
ou (11) 


Gp Oo =k yj 


Oude Oude 


linéairement indépendante de 0,, 6,, 95. 
aed DD LE SO A be Total a Se DE spies acca dm BE a — 


(') M. Demoulin a donné l'équivalent pour la recherche des systèmes de deux solutions 
quadratiques ( Bulletin de l'Académie de Belgique, classe des sciences, 5° série, t. 6. 


4 
Ès 
> 
a 
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Éléments linéaires des surfaces (B) et (S) et de leur représentation 
sphérique: — Si nous nous reportons à la méthode suivie e par Darboux 
pour former |’équation dont dépend la distance r= V2¢ d’un point 


. d’une surface à un DU en RADARS (S') à un système de coor- 


données polaires 
0, = r cos8 cos®, 8,— r cos@ sing, 0,= r sin6, 
on obtient 


E' du? + 2F’ du de + G' dv? — dr? 


rT 


=sin?6 dg? + d6?, 


le second membre est l’élément linéaire de la sphére décrite par 
l'extrémité du vecteur, unité dont le support joint l’origine au point 
(6,,0,, 0,); autrement dit, c'est l’image sphérique des surfaces (B) 
et (S); en remplaçant EF’, F’, G' et r par leurs valeurs il vient (‘) 


ox I du? 
(14) le een: 


dx I ox I : 
Saw SE SE pase Se I fe 
al 95 4(ut+s vy 17 [a — ml 


en posant | 
p—X — Eté Dr), 
iY 


on retrouve le résultat donné en rg01 par M. Demoulin (Comptes 
rendus, t. 133, p. 265) 


do do 
du do ) : 
4 ee — = ] ae Ip? : 
(16) do*= grep? du? — 2 RP du de + de?; 


remarquons que l’équation du quatrième ordre, vérifiée par X ou 9, 
peut s’obtenir directement en écrivant que (14) ou Go est l’é Tan 
linéaire d’une surface de courbure totale +1. | 


(1) On arrive au même résultat en remarquant que la sphère est le lien du point 
© 9 Fi 
Vu —0. vu ve uv 


Ci —= 


et différentiant directement. 


10 
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L'élément linéaire de (B) se déduit immédiatement de (16) ('). 


04 | 0? do ,.| 
(19). ++ d’=(u+) E du* + 2(u+ 9) ou + dude + se ave. 


Soient, maintenant, M(a, y, 3) et M(x, y, 3) deux points homo- 
logues de deux surfaces (S) et (B); nous avons des identités de la 
forme 


dx Ox 
: Pere 
(8? Darcie OE 
oe dae 


les fonctions R et S devant satisfaire au système 


| = ae 221 11} 
nimes 
(19) ion. tt | Rs 221 
de lajiaetia | 


qui exprime que les équations (18) sont complétement intégrables et 
ou les symboles de Christoffel sont calculés avec les coefficients de 
l'élément linéaire (17) (?). L'élément linéaire de (S) s’obtient immé- 
diatement 


lee dé acer indie de. 
_(20) ds =(u +0) [R D 4 + 2RS(u + ¢) 5 du de +5 7 aa |. 


Les coefficients de la seconde forme fondamentale 


—Sdcdx=6 du? + 20' du dv + 6" dv? 


se calculent aisément et sont : 


> Jo O 0” 
o € ? je ¥ »\? 

| 5 ov du de Heyes 

(21) Det 
dy dy dv 

— BE a EO gp oe » a 

| du dv du de: AP 

(1) Brancnt, Lesiont, t. 1, p. 240. — DarBoux, Théorie des Surfaces, t. 4, p. 30 


(2?) En comparant avec ce qui précède, l'intégration du système (19) est équivalente 
à celle de l’équation de Moutard (II). 


k 
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En résumé : pour obtenir les set hes (S) admettant un réseau con- 
Jugué permanent dont aucune famille n’est formée de géodésiques il faut 
intégrer successivement une équation au quatrième ordre puis un système 
linéaire (19) du premier ordre (équivalent à une équation de Moutard), 
ce qui montre que ces surfaces dépendent de six fonctions arbitraires 
trréductibles d’une variable. 

Tout système de solutions X, R, S détermine intrinsèquement une 
surface (S); si l’on désire déterminer explicitement les coordonnées 
ponctuelles ou tangentielles, il est nécessaire d'intégrer une équation 
de Riccati. Remarquons encore que nos variables u et ¢ sont les mêmes 
que celles utilisées par M. Gambier pour établir le systeme (3) signalé 
au paragraphe précédent, il s’ensuit que le changement de fonctions 
défini par les équations 


E—(u+e)RS, 


09 
Ou ov’ 


= 19% 
G=(u+e)S ae 


F =(u+¥¢)?RS 


ramène le système (3) à celui que nous venons d’établir. 


2. On doit maintenant indiquer comment ayant obtenu une sur- 
face (S) on obtient (au moins intrinsequement) les oo! surfaces (S) 
déformées de(S) suivant la base principale (wv, ¢). Calculons pour cela 
la seconde forme — Sdçdx de (S) et de (S), on a pour (S) et (S) les 


secondes formes ; L 
ôdu?+ 6" dv? et 0 du? + 0" de?, 


on peut écrire avec une inconnue auxiliaire À ou y 
I 


S ET 


d — 0. d"—9":}, 


+ 


; 
et les équations de Gauss-Codazzi fournissent aussitôt (en nous bor- 


nant à la classe C) 
Ov yi De y 
=— 2 - — — | 
DA call FO de uw 
(@+ 6)(v + == V, (u+v)y==U, 
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V-et U étant des fonctions de ¢ seul ou u seul, on voit la relation 
identique LE 
u+v=—V+U, 

d’où, avec une constante arbitraire k, qui est le paramètre de déforma- 


tion, 
V=— v+hk, U=u+k, 
À — Re Vv = — 
hi sen) Ave ering 
Ces résultats avaient été signalés par M. Tzitzéica, les surfaces S se 
trouvent ainsi déterminées intrinsèquement. 


Il est intéressant de donner l'élément ds? de l’image sphérique 
do? = e du? + 2 f du dv + gdv*, 


/ 


on sait, résultat classique, que l’on a 


a eo AE ___ Eë" 
Re à 3? EG— F?’ ee May ae, BE 
620” 


REC ST 


Donc eg — f*, ni f, ni eg ne changent('), ona 


CC Ref a= 555 
09 
ES On 0° RAT 
2 do: = z Ê 
(23) a Po 8 u + Dr dv Re wy ¥ 
09" du” do" ee D'OISE 
CON TETE du’ dr’ pate AV oe Ov x Er 


La seconde expression a pour but de reproduire la forme (16) 
de do’, on voit aisément que l’on peut prendre 


q'(u', #')—=œ(u,r) 


PRE À Ie 
(23) hae Ty ey eme 
oe hu! . à hs a 
the fae 


(1) L'interprétation de ce fait, qui est vrai encore pour une base simple, est évidente, 
mais semble n’étre pas uli'theument mise en relief dans l’enseignement de cette 


oe en Oe 
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et par suite : 
Fr CAT ku’ ke! 
eu’ = e(s ): 


un” ke! 


Donc, de toute solution 9 de l'équation d’ordre 4 obtenue précé- 
demment, on déduit la solution nouvelle 


| ku ke: 
a4 \ ee 
(24) (rer) 
correspondant à la déformation continue; la fonction o(u, 6) se 
retrouve si la constante # devient infinie. On a ensuite 


X(u, 6)= q(u, o>) +FL(u +0), 
4 


X'(u', 0) = œ'(u’, o) + ; L(u'+ 9’), 


I 


== OCU, e)+7 L(u piped 


L(k-+ 0) 7 L(k— 6) + 4k 
4 2 
ou finalement 

» : : I [ese I k—e 
(25) Nu 0!) = Xa, “y= 7h (SH )— 71 7 ) 


ku’ ke’ I k I k 
=Xx( i) ur) 4 (Ga) 


ia 


si donc X(u, «) est une solution de l’équation du quatrième ordre 
en X, 


\ 


( ku ke 1] k 1] hk 
BiG BES cat Fis Sed ate JET A kN 


est une nouvelle solution 
Ceci prouve que si l’on a obtenu trois intégrales 4,, 6,, 9, d’une 
équation 
CR rc 
du d 
liées par la relation 
0? + 63+ 0 —=U + V, 
U étant fonction de w et V de «, la surface S correspondante peut se 
déformer en une surface S, où le réseau (wu, ©) est encore conjugué; 


théorie : deux portions homologues de surfaces applicables ont des représentations 
sphériques équivalentes; les images sphériques de la base (simple ou principale) 
conservent leur angle. | 


19% 
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représentons par 044, 6,x, 93, les solutions correspondant à S;, on a 


L/ kV . 
RUE Payee 


VES hoy 


ou & est le paramètre de déformation, 4’ et #” deux constantes arbi- 
traires, qui peuvent être regardées comme fonctions arbitraires de #; 


LL 


S Le de #U 
en effct, la constante # peut être supprimée ; ensuite passer de ———;* 
ENS kU kV 
Feet ae re 
face B, : il est clair, en effet, qu’à une surface S, correspondent o' 
surfaces B, déterminées à une homothétie près; les fonctions U, et V, 
qui correspondent à une même substitution homographique sur U 


est possible par une homothétie sur la sur- 


et — V ne donnent pas un résultat plus général que > ;—v" mais 
dans les applications il importe de tenir compte de ces résultats. 

Ce qui précède permet d'expliquer, en particulier, pourquoi en 
remplaçant U et V par ÜU+h et V — h et les expressions 


k+U’ 
kV k(U+h KV e $ ‘ 3 
pv Par Ss e ao on n’obtient rien de nouveau; en effet, 


on peut écrire 


kU ANT = ee M ke 

Poe sy 2 ah ES ae ar à 
KL RE EME ah Ans ke ke 
EH RUN =N+ RS ke heoet trek 


on voit que remplacer la première expression par la seconde revient à 
faire sur le paramètre de déformation le changement de variable 
k,=k-+h et sur B, une homothétie; ceci explique pourquoi nous 
nous bornons à la formule (24) avec une seule constante # et non 


au+b av—b 
? cu+d —cw+d) 
3. Transformations asymptotiques spéciales des sur faces (B) qui accom- 


Pagnent une surface (S) au cours de sa déformation. — Je rappelle 


rapidement la théorie des transformations asymptotiques imaginée 
par Bianchi ('). 


(1) Brancui, Lezioni, t. I, p. 40-89; Rendiconti di Palermo, 1908; Annali di 
Wat., 8° série, t. \, 1890, p. 3. 


~» Le) 
ee Vs 
"F4 
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Soient 9,, 9,, 9, trois solutions, linéairement indépendantes, d’une 
équation de Moutard 
O74 


M RER 
LS du dv 


=M(u, »)6. 


les formules de Lelieuvre leur font correspondre une surface (3) rap- 
portée à ses asymptotiques ; la transformation de Moutard effectuée à 
l’aide d’une quatrième solution R transforme 9,, 94, 9; en trois inté- 
grales 0, 0,, 9: de l'équation 


| PES ME 
Sand DE One 


auxquelles correspond une nouvelle surface (B') rapportée à ses 
asymptotiques; (B) et (B') sont les deux nappes de la surface focale 
d’une congruence, appelée par Bianchi congruence W, telle que les: 
foyers d’un méme rayon soient les points de mêmes (u, ¢), c’est cette 
correspondance qu’il a nommée transformation asymptotique, je n’in- 
siste pas sur toutes ces propriétés bien connues. 

Supposons maintenant que 0,, 6,, 9; soient trois solutions quadra- 
tiques; en général il n’en est pas de même de 0, 6,, 0,; Bianchi a 
montré (Lezioni, t. II, p. 79) qu'il existe x* intégrales R, que nous 
nommerons transformatrices, telles que l’on ait 


62+ 02464624 02 U(u) + V(r) 


les surfaces (8) et (3’) sont alors des surfaces (B) pour lesquelles, aux 
points homologues, la courbure totale est la même. 

J'indique comment se calculent ces solutions R : 

Écrivons l'élément linéaire de la représentation sphérique de (B) 


sous la forme 


de= e du + 2\ eg cos25 du de + g di? 


et posons 
“ ee Uh 
(20) patna TEN Van 


Ann. Ec. Norm., (3), XLVI. — Mat 10. 19 
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à toute solution L du système complètement intégrable 


i! eei2y' ~ Ts 
ov — On ie i sin 2 HA e col—sin( d + M) }), 
Er ) L or | { \ 2 
a du du gla , 
yl és 
fi} r ‘ f — Ls lie 
dy Om ayer sin2m —\ g lang —sin(d — m). 
é ies : 2 


dene inert 


‘ 


équivalent à une équation de Riccati, correspond la solution R 


cr 
” 4 
col — F 
8 log R = 17 cos (4 +) | de 
28) OLN — ee OO COS 5 ho 
: rs 2 L + \ \ 0} 
» 7 
wr 
tang 7 \’ 3 “4 
a + \ gtang=cos() —™) | dr. 
2, Gee \ 2 \T 


Rappelons encore une élégante proposition due à Bianchi : Soient 
R, et R, deux solutions transformatrices correspondant à deux inté- 
grales Ÿ, et L, du système (27), (B,) et (B,) les surfaces transformées 
de (B), (M) et (M!) les équations de Moutard transformées de (M); si 
l'on transforme (B,) et (M,) à l’aide de la transformée de R, par R, 
ou (B,) et (M,) a Paide de la transformée de R, par R,, on obtient la 
même surface (3) et la mème équation (JIL); de plus (B), (B,), (B, ), 
(3) ont meme courbure totale aux points homologues, c’est cette pro- 
position que Bianchi nomme Théorème spécial de permutabilité pour 
les surfaces (B); (B,) et (B,) étant obtenues, (@) s'obtient par de 
simples quadratures. 

Je donne maintenant quelques résultats nouveaux concernant la 
déformation des surfaces (S) et la transformation des surfaces (B) cor- 
respondantes. 

Considérons deux surfaces (S) et (B) correspondant à trois inté- 
grales quadratiques 0,, 0,, 0, de l'équation 
(29) LE = EN 4. 

: Ju Ov du dav 
telles que 


6? aie 2: ete CE À À Ae — LES 


sotent (S;) une déformée de (S) sur le réseau conjugué (u, «) comme 
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base, (B;) [a surface auxiliaire de Bianchi correspondante; ces sur- 
faces sont relatives a trois intégrales quadratiques 9,,. 0,,, 95, 
hu he 

yt But Pr es 

x, ie = DE ei, His 
d’une équation de Moutard qui, t nous allons le voir, n’est autre que 
l'équation (29). 

Le changement de variables a fait éerire 


de sorte que D,,(u', o), Va,( a’, 0"), 95,(a', s’y sont solutions de l'équa- 
tion 
oe = 


(30) du! de! du’ ov. 


où X' désigne Ja solution de Péquation (10) définie par l'équation (25) 
{ à laquelle, d’après ce que nous avons vu plus haut, ne correspond 


qu'une seule surface (B;) dont ta courbure totale est -- ranean 
l'identité 
OE NAT 


du de Qu du di! 


montre que si l’on revient aux variables primitives 9,,(u, ©), 94,(u, ©). 
0,,(u, s) sont trois intégrales de l'équation (29). 

Donc quand (S) se déforme, avec conservation du réseau conjugué (u,), 
l'équation tangentielle de Laplace, ramenée à la forme de Moutard, ne 
change pas ('). 

Étudions maintenant les transformées asymptotiques spéciales des 
surfaces (B,), examinons les équations (26); (27), (28). 

Pour la surface (B), ona 


Lee SPT | ip ote 


(h = const. arbitraire); 


(1) Des lectures. faites depuis la rédaction de ce travail. m'ont appris que 
M. Masloif a obtenu Je mème résultat par me méthode différente ( Recueil de la 
Société mathématique de Moscou, t. 33). 
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pour la surface (B,), en posant 


Am _; 
hk + in 
ona 
( ta] V' fbr ee, 1 
on ds Yi ho ta’ Toute 
03.4 jay dv i= “ 
tai, WENT CON 6 


(197) Cis? 
ba fe la tk 
et (27) et en remarquant que l’angle w ne dépend pas du paramètre 
de déformation, on voit que les solutions transformatrices R sont les 
mémes pour (B) et (By). 

Considérons une surface (S’) correspondant à la transformée (B') 
de (B) par une solution R déterminée, et 0°, 0°, 0) les transformées 
de 0,,0,,0, 


en portant ces valeurs de et tang? dans les équations (28) 


4+ 6+ = 67 4+ 624+ 62=—u+P, 


si (S’) se déforme en (S;,), (B’) se transforme en (B;) et 0°, 8), 0), 
en 9), 0x: 95, | 


Au he 

A, Ge G2. —igt2 iv tits ts 
kt 93, HR OO + 3". 
! > À ak 14 > / 3k Î: TR; k—¢ 


ou en faisant le changement de variables défini par les équations (23): 


eee ay Gi a Ae mo gm ( , 
AK 43 134 Ft Yk Oe + fs 


),, 9,5 0,, sont trois intégrales de l'équation de Moutard 


J? — 
20! l Fe ru a 
(31) ER OT CAS hf 
Ou! de de oe © K Sa ae 


\ 


trans formée de l'équation (30) par R, cette équation admet aussi les 
trois intégrales quadratiques 0°,, 9), 0°, transformées 0,4, 0: Van de 
sorte que l'on a 


oie SRE HH EU 


~~ 
i SA 
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il résulte des considérations faites au n° 1 du paragraphe actuel que 
? 4 , là ! " ” ” 

l’on peut passer du groupe (0,,, 0,,, 9...) au groupe (6',, @%,, 0:,) par 
une transformation orthogonale, équivalente à un déplacement de (B,), 
on peut donc supposer 


LL, At 21) FE" ee Ae ae 
5 Vhs Jy, vhs De 34 


A 


on voit donc que B, est transformée asymptotique de B,, la solution 
trans formatrice R étant indépendante du paramètre k. 


4. Deuxième cas : l’une des fonctions U ou V se réduit à une cons- 
tante. — Supposons pour fixer les idées que ce soit V; nous pouvons 
sans restriction supposer U =u, V — 0, les équations (3), (4), (5), 
(6) sont remplacées par 

5 hj 
gpnt inal, Lun ig Clary gl 06 


DOS 


“Ou Ov me 


Nous en déduisons, pour les coefficients de l’élément linéaire de S’, 


dE’ CNE 
eine M, FO de 


O, 


G' est donc une fonction de ¢ seul, nous pouvons sans restreindre 
supposer G’=1, d'où 


ak 
(32) ds = KB! du? — 2uw— du dy + dit. 
Ov M 
Comme plus haut nous obtenons l’équation à laquelle doit satis- 
, : I 1 r . y 
faire E’ en écrivant que 9 = —u vérifie l'équation (10) où les para- 


mètres différentiels et la courbure totale K sont relatifs à l'élément (32); 
on obtient ainsi une équation du troisième ordre, au lieu du quatrième 
comme dans le premier cas; on obtient dz? et dX? comme plus haut 


(ae I dE’ dy? 
2—( — — —— | du? — 2— du dy + — 
a ( u ia) ov u 


et 


77 
4 


Jk à 
dX?= {Ku - t dura-9 ut du dy ude". 
af oy 
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en posant 


Is" I 3 . 
= — — >? S= tl €. 
tt + 
il vient 
de de? 
(33) do? = edu— ou du dé + ; 
Ov u“ 
ree dE ee 
(34) d2= 6 du? + ou 75 du de + u dit: 
de 


pour achever la détermination des surfaces S correspondantes il faut 
maintenant intégrer le système (19) où les symboles de Christoffel 
sont calculés à partir de (23). 

Donc, la détermination des surfaces (B) dont une famille de lignes 
asymptotiques est formée de courbes à torsion constante dépend de trois 
fonctions arbitraires irréductibles d’une variable ; les surfaces (S) dont 
une famille du réseau conjugué permanent est formé de géodésiques 
dépendent de cing fonctions irréductibles d'une variable. 


». Troisième cas : les fonctions U et V se réduisent toutes deux à 
une constante. — Je ne cite que pour mémoire ce cas bien connu; les 
surfaces (B) sont à courbure totale constante et les surfaces (S) sont 
les surfaces de Voss. 


: : fe “aL 
Sans restreindre nous pouvons supposer U = V = -; ona 
2 


++ =, 
l 
Pace, ee COR) 
‘Ou ‘ov 3 Ou dv à 
7] 0G' 
Venise () 
di du 


I’ est une fonction dew seul et G’ une fonction de & seul, nous pou- 
vons sans restriction supposer E=G'= 1 et en posant M = cos2a, 
ula 


ean stele? = lea — 8 coran dede dhe. 


(oly) dE du? + 2 cose du de + dy?: 


en écrivant que l'élément linéaire (24) convient à une surface de 
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courbure totale +1 on a le résultat classique 


CAT à 
du dr = SING) COS 6). 
III. — Surfaces B applicables sur des surfaces de révolution. 


1. Surfaces de la classe (C). — Aucune famille de lignes asympto- 
tiques n’est formée de courbes à torsion constante; si une telle 
surface est applicable sur une surface de révolution les courbes 
u+s—const. recouvrent les parallèles et, par conséquent, les coeffi- 
cients de l'élément linéaire ne dépendent que de l’argument x =u +"; 
la fonction + du paragraphe précédent est fonction de x seul et l’on a 


do __ do _ dy d9 d9 
du av dar’ Oude dx 


on est ainsi amené a poser 
do 


Ke di 


de sorte que l’élément linéaire (17) s’écrit 


(17) dE=H(due+ de?) + 2(xH'— I) du ds. 


La fonction H est déterminée par l'équation différentielle du troi- 
sième ordre obtenue en égalant à — =; la courbure totale de l’élément 
linéaire (17°) 

(1) wa? "(aH 2x1) 
ol et ml — @ 2) + HU + 2 (o Hl — HH?) =o. | 
L’ordre s’abaisse d’une unité en faisant le changement de variable 


1 dx 


£ x dit 


ea 


en prenant pour fonction inconnue la fonction ¢(H), Pequation (1) 
devient 
(2) Ey ee Ne Te ee Cg 
x toi V4) [— "Sete US ey] 
4H 1 ott — py? 0; 
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on aperçoit la solution ¢ = a inacceptable, car elle donne pour les 


coefficients de (17’) des valeurs toutes égales entre elles; ceci posé, 
faisons le nouveau changement de variable 


[I 

= = a 

: —=2H+E. 
l'équation (2) devient 
(3) H(2tg"— 6") + ¢7(¢”"—1) = 0. 


la surface est rapportée à ses asymptotiques; les coefficients de sa 
seconde forme fondamentale sont donc 


EUR = / ES ), "=o. 


ils ne dépendent pas de a, et, par suite, les surfaces obtenues sont 
hélicoïdales ou révolutives ; pour décider entre ces deux éventualités, 
formons l’équation des lignes de courbure 


du — dr? = 0, 
qui montre que les courbes 2 — u + v — const. sont lignes de cour- 


bure : on a donc des surfaces de révolution. 
Une solution particulière évidente de l’équation (3) est 


=, t= (“ =e), 


2 


où Cest une constante arbitraire; revenons aux variables primitives 


pede.) 2 
Oat hile Cs ah ML) 


en intégrant et en posant p = Ve +1, 


xP 1+ px P(i—p} 
LP EN , 


2. Surfaces de la classe (B). — Les asymptotiques w= const. sont 
des courbes à torsion constante; dans l’application sur une surface de 
révolution, elles recouvrent les paralléles; elles ont donc leur cour- 
bure constante, ce sont des hélices; d'autre part, les coefficients de 
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l'élément linéaire (23) du paragraphe précédent ne doivent dépendre 
& a . 

que de u, donc, 7 = 9; 0na des surfaces minima, les coefficients de 

la seconde forme fondamentale 


0 9 == sat) 0’ =0 
u 


ne dépendent aussi que de w, les surfaces cherchées sont hélicoidales; 
ce sont les deux hélicoides minima. On peut vérifier ce résultat en 
formant l'équation différentielle en & obtenue en écrivant que la cour- 


bure totale de la surface est — <9 


d& 
4E — 6 —-u 0: 
: du 
dont les solutions s’obtiennent aisément : 
. d& au Eu 1 
BA = u) ve uk CRETE 


on peut, sans restreindre, supposer À —4, et le changement de 
variable uw — ch?u, donne l’élément connu de l’hélicoide minimum 
réel 


dX? = ch?u, (du? + dv?). 


oe C= 


3 


|) = 


le changement de variable u — u* donne immédiatement l'élément 
linéaire de V’hélicoide minimum imaginaire 
dE = uj (du? + ds?). 


Les surfaces (S) correspondantes sont : pour lhélicoide réel, les sur- 
faces moulures ordinaires; pour l’hélicoide imaginaire, les surfaces 
moulures signalées par M. Gambier dans son Mémoire Sur quelques cas 
méconnus de la déformation des surfaces (Bulletin de la Société mathé- 


matique de France, 1929, p. 224-239). 


IV. — Surface de la seconde classe de Bianchi. 


1° Considérons deux surfaces applicables (S) et (S,) rapportées à 
leur réseau conjugué commun 4, e pour lequel les courbes » = const. 


Ann. Ec. Norm., (3), XLVII. — Mar 1930. 20 
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sont des géodésiques tandis que les courbes w = const, ne possèdent 
pas cette propriété, l'élément linéaire de (S) étant 


| (1) ©  dst= Edu? + 2F du dv + G ds?. 


On a la condition classique sous l'une ou l’autre forme 


dyE 0 / F (iry © 
(3) de =a) i la rs 


Les coefficients à, 2’, 2”, d,, 6,, 2" des secondes formes fondamen- 
‘tales de (S) et (S,) satisfont aux équations 


x; ~ 
9 —0O, 9, —0 


et aux équations de Gauss et Codazzi 


(4) 09"— I°K. 
x 1 96 (12 
ta} oor ony 4 

1 00" (22)9 (19) 

6 pee Re Sol oe 

18) 0" du Late an 
et) OO, ae HK, 
(5') I dû, (12) 
0, Ov tés \’ 

zy 1 00 (22/0 (121 

) + à a ; 

Si 9, Ou BEGGS 


ou K est la courbure totale, avec 
IP—EG- F; 
pour abréger l'écriture, posons encore 


wen \22 | yiay i ; 
i = == — — — — |: 
yen Mes B, Te ber C, ak K. 


Re by Nees : 
les équations (5) et (5°), (4) et (4) montrent que l’on a 
Al JU. dd :U, 


où U est une fonction de wu seul; en portant dans (2) et (2) ces valeurs 


Ye Fie 
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de © puis retranchant membre à membre, 
0 
5, logU = B(1—U»)à | no, 
D ye B(1— U?)9, : 

on 

(8) U's UG —U) = Ra, 18" 


nous supposons U ~ = 1, ce qui revient à supposer que (S) et(S,) ne 
sont ni égales ni aneates cas banal que nous écartons ; de la 
comparaison de (7) et (8), il résulte 


(9) em sr TRE HE si, 
ce qui montre que les expressions Bô:2"et Bc, : © sont des fonctions 
de la seule variable wu, ceci conduit à poser 


(ra) a”; B&=—= 1, 


cette équation, jointe à l’équation de Gauss 
90"= XQ, 
donne 
(11) = BA. #—N'BU ('), 


ae 


les racines carrées donnant 4 doivent être prises de manière que 
l'on ait 22" = Q; en portant ces URL dans les équations (5) et (6), 


on obtient 


0 
0 a — _ ao de 
(12) ane ie o(@: B), 
(13) ee 11e pd log(QB) + U's UL, 
du 


(12) donne une condition nécessaire pour l'élément linéaire, et 


(13) montre que : 
Dy (Ore mu log (QB ) 
ou 


est aussi une fonction de w seul; on a done la nouvelle condition 
care 


(1) Les lignes uw = const. n'étant pas géodésiques B Z 0. 


41 


_ 
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nécessaire : ; 
OC. d? 


in 09E Maton am =o 

Les conditions nécessaires (2), (12) et (14) sont suffisantes ; en effet, 
si elles sont satisfaites, (13) devient une équation différentielle ordi- 
naire en U qui s’intégre par une quadrature et livre Ul avec une cons- 
tante arbitraire A; les équations (11) donnent à et ©” qui, en vertu de 
(12) et (13), vérifient les équations de Codazzi et dépendent de À; on 
obtient donc ' surfaces applicables sur le réseau conjugué (u,v) 
comme base et pour lequel, en vertu de (2), les courbes ¢ = const. 
sont des géodésiques. 

Observons que, pour établir le système d’équation (2), (12), (14), ila 
suffi de supposer l’existence de deux surfaces applicables (S) et (S,) 
de l’espèce en jeu, il en résulte que : st l’on a un couple (S, S,) de sur- 
faces applicables dont le réseau conjugué comprend une famille de 
lignes géodésiques, il existe une déformation continue, faisant passer 
de (S) à (S,) avec conservation de ce réseau conjugué au cours de la 
déformation. 

Voyons maintenant.comment les coefficients dépendent du para- 
mètre de déformation; nous supposons donc (2), (12) et (14) satis- 
faites; soit ‘Ul une solution particulière de (13) : les équations (11) lui 
font correspondre une surface (S), l'équation (13) peut s’écrire 

TE 2 i 2 
oe HT UN 


où ‘U est la fonction inconnue; pour intégrer il suffit de faire le chan- 
gement de fonction 
Rs à 
U— —., dt te 
’ l { 
En négligeant le facteur de proportionnaiité introduit par le chan- 
sement de fonction que nous venons de faire, on obtient de suite 
D? U2 + à, 
Pou 


on voit que (S) correspond a7 =o. 


eae 
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Etude du système (2), (12), (14). — Nous écrirons 


4 OX \? OX Ox 
E— ——— > 1 — ee ee 
(oe ) du dav’ 


nous n'avons plus que deux inconnues X ef G que déterminent les 
équations (12) et (14) qui s’écrivent 


e ZX OX OX 
(12°) d FA a2 oe Ou Ov dv Ou , 
Ov B Ox G sual 
an (8 — (ae) | 
OG à OX @X 
Cr 0 U' U du © dé du dr 
aie of O 1 lo 
(ua) Co loe( QB) U, Gin 75 SCR 
Gres tess 
(a) 


où V désigne une fonction de +; désormais nous écrirons U au lieu 
de U,, aucune confusion n’étant possible avec la fonction U du début 
ce ce paragraphe. La forme des équations précédentes se simplitie 
encore quelque peu si l’on remplace la fonction inconnue G par la fonc- 
tion Z définie par l’équation 


G=2(5)> 


Ov 


nous aboutissons ainsi au système définitif ne comportant que les 
deux inconnues X et Z et deux équations 


ox 0 Q OL OX 


Na Gee a CT 
QE ( in de TA B du dr k 
BQ oe) 
= Vere Jae id (VS 
a ETAT ES 


à toute solution (X, Z) de ce système correspond une famille de sur- 
faces applicables de la seconde classe; l'élément linéaire de ces sur- 
faces est 

dX À 

(2 


(to) ds?= d\? = Z.| a ) dv? 
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les coefficients de la seconde forme fondamentale sont, comme nous 
l’avons vu, | 


B UU! = Ais ere 
= ies 6’— 0, 8 = B2 or Li 


y2 
95 


où À est le paramètre de déformation; si l'on veut donner explicite- 
ment les équations de la surface, il faut intégrer une équation de 
Riccati. 


2. Représentation sphérique. — Les coefficients de l'élément linéaire 
de la représentation sphérique 
(17) | de? = edu? + 2 f du dv + gde* - 


se calculent par les formules classiques 


| e= ey f= a, a= Rati) 
on obtient ; gor 
: : ox 
LUC: ox \? UU’ du ed tay | 
a?) = & VOR (57) * f= By Ox? fan ya 


on sait que les lignes coordonnées étant conjuguées sur (S$) les cosi- 
nus directeurs c, c’, c” de la normale satisfont à une équation de 


Laplace 


O74 06 09 FL 
(19) Su de Ga PR tre 


dont les coefficients ne dépendent que de e, /, g, et de leurs dérivées 
premières et sont déterminées par les équations 


: 1 de ¢ 1 de 5 
20) =—y, Lie 5 © apes = RO S20, 
( CF 2 Ov PJ ; a du Î +88 : 


desquelles on tire 


14” ey are 
le réseau (u, s) étant conjugué, on a 
: de dx 
at PS ri 
(22:) peas rand 
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d'autre part, les courbes v = const. sont des géodésiques : les vecteurs 


(Sa Oy Os Ox dy Os : Paw 
du?’ Ou?’ du? > F PAGE: Ped Se)" : (ic: else" \ 


sont coplanaires, de sorte que de (21) et (22) il résulte 


S x dc 


3 de 
(ES SO due D 


dérivons (21) en tenant compte de (23), il vient 
P DROP TC ch 
Sal du du dd 


dc dc! dc I 
en TT les dérivés UT Su ds? Jago Par leurs valeurs tirées 


de (19) on obtient 


Gc 02... 
du du 
or 
Or Ox, 
rte 
donc : 
at 
, 2=—, | =0 
et , 
de Og 
eet 182 Ae Ov et du DAS 
Ce} DAT Tr L2 +7 


de sorte que l’équation (19) s’éerit 


ox 
i 25 UU 02 UU! (Ot jy 2h 
(29) du Ov U?+1 de BY ox as 
ov 


c'est une équation a invariants égaux; donc l’image sphérique du 
réseau conjugué envisagé sur (S) est l’image sphérique des asympto- 
tiques d’une certaine surface (B); la torsion des asymptotiques qui 
passent par un point de cette surface est 
=U +2: 
: 
41% 
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on a retrouvé la surface auxiliaire de Bianchi dont les lignes asympto- 
tiques u = const. sont à torsion constante. 
3. Etude d'une solution particulière. — Je me propose de rechercher 
-les solutions pour. lesquelles les coefficients E, F, G ne dépendent 
que dex = u + 9, de sorte que, pour toute surface (S) représentative, 
si l’on fait correspondre ‘le point (u +h, e—h) au point (u, ¢), oh 
est une constante quelconque, la correspondance établie est une auto- 
application de la surface. Posons E=&?, £ ne dépendant que de u ++, 
l’équation (2) devient | 


i 


et donne 
F— + 2CE, (C = const.); 


comme plus haut posons 
G=Z(E—+ 2C)?, 
Z étant une fonction de x, l’élément linéaire s’écrit 
(26) ds* = €? du® + 22(§ + 2C) du de + Z(¢ + aC)? do. 


Voyons maintenant ce que devient le système (I), (ID), nous remplacons 
l’une de ces équations par la combinaison obtenue en éliminant Q 
entre elles, on obtient ainsi . 


AG 2L'(E+C) Passe 2B Ww 
E(K—1) E+o2C BP 2V: 
(Ny CA a ee 
Di ee 


le premier membre de (I’) est une fonction-de la variable 2 =u ++ 
seule pendant que le second membre est une fonction de + seule, on 
en conclut que ces deux membres sont égaux à une méme constante a 


de même (II) montre que l’on a 


V 
TL = fu +"); 


By 


: (28) 
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posons 
I 


ors 


les dérivées du produit MV par rapport à w et par rapport à © doivent 
étre égales, donc 

ME NS, hauts 

Mae 


on a deux cas à considérer suivant que « est ou n’est pas nul. 


Premier cas : a — 0, UU’ et V sont constants, nous posons 


BU 0%, Vaag, 


SIT 


== Jit, 


et le système (I’), (II’) se réduit à un système d’équations différen- 
tielles ordinaires ou — et Z sont les fonctions inconnues : 


2L"(E+c) ae! B' 
TS 2 —0, 
E(Z—:) E+ 2¢ B 
(Z—1)(€+2C)? ey 
BQ “ae 


l’équation des asymptotiques des surfaces S, est 


UU! 


2 > Ree | . 
we du2+ Bdy?=o; 


| 


~ 


d’aprés (27) ona 


Lo rt 4-o,. 


a, étant une nouvelle constante, de sorte que l'équation des asympto- 
tiques s'écrit 
2% 


(29) 


PART AU: du = B ds? = 0. 

Considérons deux surfaces S, et S, correspondant à deux valeurs À, 
et À, du paramètre 7., nous savons qu'elles sont applicables par les 
points de mêmes coordonnées (4, s); d'autre part, nous avons vu que 
faire correspondre sur (S,) les points (u, e)et (u+-h, 6 — 2h), c'est 
réaliser une auto-application de cette surface et, par suite, mettre en 
correspondance les points (4 +h, 6 —h) de(S,) et (u,v) de (S,), 
c’est encore réaliser l'application de ces surfaces ; or, si nous choi- 
Ann, Ee. Norm., (3), XLVIL — Juix 1930. Ci 21 
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sissons À tel que : 

À—h= À, 
l'équation (29) montre que les asymptotiques se conservent dans cette 
dernière application de (S,) sur (S,), done ces surfaces sont égales : 
la déformation obtenue, dans le cas actuel, est une auto-application 
__ avec réseau conjugué permanent dont une famille de courbes est formée 
de géodésiques. 


Deuxième cas : a 0. — Nous pouvons, sans restreindre, supposer 
a = 1, on obtient : 
Use", Ut cet+T. 
2 2 


L’équation des asymptotiques est : 


2e-" du? 


ap-ah—ew sence te 


en raisonnant comme dans le premier cas on voit que l’auto-appli- 

cation u >u+h,¢—>¢—hde§S,(A,) réalise l’égalité de cette surface 

et de S,(A.) si A est choisie de manière à satisfaire à l’équation | 
a+ol—(a+a2i)e, 


nous avons donc, encore, une auto-application avec réseau conjugué 
permanent. 


V. — Réseau conjugué permanent dans l’auto-application de la développée 
d’une surface minima applicable sur une surface de révolution. 


On sait que les développées des surfaces minima sont toutes appli- 
cables sur une méme surface de révolution et de ce fait admettent des 
auto-applications ; je vais donner un exemple de réseau conjugué per- 
manent relatif à ces auto-applications obtenu en supposant que la 
surface minima est applicable sur une surface de révolution. Consi- 
dérons une surface minima (2) définie par les formules de Weierstrass : 


. 4 I ° 
L= - [uw F(u) du ++ ANT | 


2 
. 


NET | (+ wt) F(u) du — © feud F(a rdyy 


eye fu Cu) du + fus MURS 


ev ev 


eet A? 
x 
doi 
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V équation des lignes de courbure est 
F(u) du? — F,(u,) du?— 0; 
prenons, par exemple, la famille 
(2) | VE (uw) du — VF, Qu) du, 
le rayon de courbure principal et l’élément linéaire de la nappe de 
développée correspondants sont : 
A + un VE VF On, 
| ds?:= dR? — 2R[ VF (x) du 2WF, (a da |: 


Ces résultats rappelés, prenons une seconde surface minima (S') 
obtenue en remplaçant dans les formules (1) #(u) par ®(¢) et ¥;(u,) 
par ®,(¢); la correspondance u(¢,¢,), u,(v,v,), qui réalise l’appli- 
cation des nappes de développées correspondantes (S) et (S’) de (2) 
et (2’), est définie par les équations 


( (re au VF) VA (ee) = (+ ve) VOC) EC). 
VF(u) du — VF,(u,) du,=\®(v) de —/®,(¢,) de,. 


\ 


Tout réseau de (S) défini par une équation de la forme 


(5). x du? + 5 du?, 


où «et 3 sont deux fonctions quelconques de wu et u,, est conjugué; 
pour qu’il conserve cette propriété dans l'application de (S) sur (S‘), 
il faut et il suffit qu’en exprimant wu etu, en fonction de vet ¢, la trans- 
formée de l'équation (5) soit privée de terme rectangle. 

Ceci posé, je prends un exemple simple où (£) et (£') sont une 
même surface applicable sur une surface de révolution : 


= Tw) == ae Fi) Ut, 


D(e)—= vr, D(v,)— ef, 


où pest un nombre quelconque, entier, fractionnaire ou incommensu- 
rable, les équations (4) deviennent. 


EU (007% RER VA EX 
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où A désigne une constante arbitraire; en la faisant varier, on obtient 
æ! auto-applications. Des équations (6), on déduit 


P L 1 > pret 
uw LU Ste. 
les signes + se correspondent dans les deux membres, de sorte que 


les courbes 
(7) i 


se transforment quand on passe de S aS’, en 


4 
(8) - 


oh eve 

LEP, SSS Const. 

Différentiées, les équations (7) entrainent 
P Pp 


| 
(9) (USES da? (7 tel ly ea sf Fest eS 


1 À 
(10) v dr + pi. dvi=o, 


ces équations étant privées de terme rectangle mettent en évidence 
que le réseau formé par les courbes (7) est conjugué permanent dans 
l’auto-application envisagée; nous avons ainsi découvert pour le ds? 
des développées des surfaces minima æ' bases principales, et chacune 
de ces bases correspond à une auto-application de la surface corres- 
pondante; on remarquera que si p est commensurable, on a des sur- 
faces algébriques et une auto-application algébrique. 


VI. — Sur les équations de Laplace ponctuelles et tangentielles. 


Considérons la surface développable (D) définie par les équations 


es TR 
(1) VDS DL 


oe 0 + ee, 


où a, 6, c, coordonnées du point qui décrit l’aréte de rebroussement, 
sont trois fonctions de w et a’, 6’, c’, leurs dérivées; supposons que 
Varcte de rebroussement est une courbe, non un point, autrement dit, la 
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développable (D) n'est ni cône, ni cylindre; nous supposons égale- 
ment qu’elle n’est pas un plan. 

Ceci posé, les courbes coordonnées peuvent étre considérées comme 
formant un réseau conjugué; les coordonnées (1) vérifient I’ équation 
de Laplace 


(e) st ee, 


dont les znvartants sont : 


rer LE, k=—2: 9 
aucun d'eux nest nul, et cependant la transformation de Laplace 
(2)' op 


conduit à une courbe : l’arête de rebroussement, l'équation (e) n’est pas 
le dernier élément de la suite de Laplace correspondante, la transfor- 
mation (2) conduit à l'équation | 

ae 00, 108, | 

(er, du de 5 0° — 

a ; ; : 7 J0 
dont l'invartant h est nul; cette équation, privée de terme en ss est 
effectivement vérifiée par les coordonnées a(u), b(u), c(u) d’un point 
de l’aréte de rebroussement. 

Je vais montrer que ce fait est général lorsqu'on part d’une dévelop- 
pable quelconque rapportée à ses génératrices et une famille de tra- 
jectoires arbitraires. 

Considérons l’équation 

i O76, 1 04, 

(F,) Sa aS 
du Os p Os 


où p.est une fonction quelconque de u et ¢ et dont l’invariant À est 
manifestement nul; la substitution 


= 04, 
(3) 1=h+ps, 


fait remonter de l'équation (E, ) à l'équation (E) la précédant dans la 
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suite de Laplace correspondante 


220 0? 0 , 
| du dv du dv 
08 do we 
(E) oP re pee 


00 dp do 
de de du 


Soient a(u), b(u), c(u) trois fonctions quelconques de wu : ce sont trois 
solutions particulières de (E,), la transformation (3) leur fait corres- 
pondre les trois solutions de (E) 


r=a+a'o, y=b+ b'p, s=C+ cp, 


équations de la développable la plus générale rapportée à ses géné- 
ratrices u — const. et à un système de trajectoires quelconques 
.¢ = Const. 

Comme nous l'avons annoncé, l’invariant À de (E) n’est pas nul, la 
transformation de Laplace correspondante conduit : au point de vue 
géométrique, à Varéte de rebroussement; au point de vue analytique, à 
une équation pour laquelle l’invariant / est nul. De sorte que (E, ) 
limite la suite de Laplace. 

Il importe donc de remarquer une différence entre les opérations 
analytiques et les opérations géométriques de la transformation de 
Laplace : En général cette transformation revient géométriquement à 
considérer sur une surface un réseau conjugué (u, +), puis à prendre la 
seconde surface focale de la congruence des tangentes aux courbes 
u— const.; soit À, la surface obtenue; sur X, on prend de nouveau la 
congruenee des tangentes aux courbes u— const., d'où X,, ..., et ainsi 
de suite; on est arrété quand on arrive à une nappe focale réduite à une 
courbe ou à un point. 

Si la surface Æ, n’est pas développable et si Y,,, se réduit à une 
courbe, cela veut dire que sur &, les lignes »= const. sont coniques; 
x, limite la suite des surfaces fournies par les transformations de 
Laplace successives : 


Géométriquement, on a la suite des nappes focales 


v Y v 


Y D 
Ae to Dy Era D ee De 
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Analytiquement, on a la suite d’équations 


LE Land va D ne Sip 
Si la surface X, est développable (ni cône, ni cylindre), Z,,, se réduit 
_ encore à une courbe : l’arête de rebroussement, les courbes u = const. 
sont les génératrices ; de sorte que la famille des tangentes à ces courbes | 
est w' et non æ? (‘}; il y a ici une différence essentielle avec le cas 
précédent qui n’a jamais été remarquée. Quand les lignes » = const. 
de , sont coniques, le point qui déérit le lieu des sommets des cônes 
est ohoidh de ¢, tandis que lorsque X,-est développable, le point qui 
décrit l’arête de rebroussement est fonction de u et, dans ce dernier 


cas, la suite de Laplace compte une équation He plus : 
Géométriquement, 


Analytiquement, od | 
BabEomPw.send Enix 


Enfin, si Z, est un cône ou un cylindre on constate que r équation E, 
est la dou (et non plus Vavant- -derniére). En effet, écrivons iis 
équations générales de 2, 

Lap, v= bo, 3 Cp; 
où a, b, c sont des fonctions de uw, et p une fonction de u, et ¢, l'équation 
de Laplace correspondante est 


020 Oo dp 

du de Oudv ov 
00 Op bate Éd 
ne du Oe tae 
06 Op 
ov Op 


’ 


on voit de suite que ¢ est une quatrième solution; par conséquent les 
fonctions de w seul 


Fo 
D | 
Oil à 


vérifient une équation de Laplace ayant les mêmes invariants que 
ee tn) Sie? A — 


(1) En réalité chaque génératrice compte pour «! langentes. 
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l'équation (4); comme elle doit être vérifiée par des fonctions de u 
seul, elle est nécessairement de la forme 


074 \ 06 


(9) du ov D 39504 


équation dont l’invariant / est nul; il en est donc de même pour 
l'équation (4); les cas où Z, est un cylindre se ramènent immédiate- 
ment au précédent par une homographie. 

Pour étudier simultanément les surfaces 2; aux points de vue ponc- 
tuel et tangentiel, il est commode d’associer à chacune d’elles la sur- 


face 3; dualistiquement correspondante; l'équation ponctuelle de à, 
est l’équation tangentielle de X; et réciproquement; les résultats qui 
précèdent montrent que les suites de surfaces £; et 2; sont sémulta- 
nément limitées ou illimitées dans le méme sens et conduisent au 
tableau suivant, où les colonnes de droite iudiquent le nombre d’opé- 
rations de Laplace nécessaires pour intégrer les équations E et E qui 
correspondent aux surfaces initiales : 


2, ni développable ni courbe; X,,, courbe gauche . .... P 
I) x, ni courbe ni développable ; > “8 développable (ni 
Cs cône ni cylindre); rs courbe gauche (arète de 
PRENONS ENT IE ra ay eee eres es à P + 2 
x, ni développable ni courbe; X,,, courbe plane (droite 
(11) CSS EEE. PERS EN MAG esbioescesetes data as iD 
| >) ni courbe ni développable ; 2e cône ou cylindre... pHi 
{ À, contient une famille de courbes planes; X,,, déve- 
| loppable (ni cône ni cylindre); 2,,, courbe gauche 
(ILL) (arete derébroussement scarf hey ss Mar. et pre 
| x, contient une famille de lignes coniques ; ber courbe 
NCU GL cc ctersae ns hans SURES a aie woe aoe MRR ee Pp 
| x, ni courbe ni développable: xpi, cône ou cylindre . . . pi 
(IN) | x, ni développable ni courbe; oe courbe plane (droite 
ORONO PRES REP OR ET P 
x, contient une famille de courbes planes: l’autre famille 
| est formée de lignes coniques: X,., droite..... ,.... Pp 
ow 2, contient une famille de lignes coniques, l'autre est 


lormeée de courbes planes: + , droite 


seed ets sure P 
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Les cas (I) et (III), (II) et (IV) sont corrélatifs, (V) est corrélatif de 
lui-méme. 

On voit bien ainsi que si l’équation ponctuelle (ou tangentielle) 
relative à un réseau conjugué a une suite de Laplace limitée dans un 
sens, il en est de même pour |’équation tangentielle (ou ponctuelle), 
les deux suites se terminent dans le méme sens après un nombre 
d’opérations qui diffère de deux unités au plus quand on passe de 
l'équation ponctuelle à l'équation tangentielle. 

Si une surface admet une nr ONE continue avec réseau con- 
jugué permanent, l’équation tangentielle de Laplace a ses invariants 
égaux ; donc, si elle est intégrable par la méthode de Laplace, la suite 
se termine dans les deux sens et l’intégrale générale s’obtient sans 
signe de quadrature, les considérations faites plus haut montrent 
qu'il en est de même pour l’équation ponctuelle. 

En général, si une équation de Laplace s'intègre sans signe de qua- 
Hide: son intégrale générale est de la forme 


6=6U+6,U'/+...4+6,U%+yV+y7,V'+...+y,/V", 


où G,8,, ..., BY, Ya, ---» y; sont des fonctions déterminées, U et V 
des fonctions arbitraires de w et respectivement; si 9 ne peut être 
mise sous une forme analogue où il y aurait moins de dérivées de U 
et V, elle est dite de rang £ +1 par rapport à w et} +1 par rapport ae 
(Darsoux, Théorie des Surfaces, t. I, p. 35); si l'équation envisagée 
est à invariants égaux, on az =/; nous appellerons ce nombre rang 
de l'équation; par exemple, sin est un entier, l'équation 


79. n(n tx) 
Ou dv (u—s')? 
est de rang n +1. 


VII. — Recherche des réseaux conjugués coniques permanents. 


1. La recherche des réseaux conjugués permanents, comprenant 
une famille de lignes coniques, a été abordée par M. Egoroff en 1907 
(Comptes rendus, 145, p. 1256), qui a commis une erreur de principe 
initiale : soit une surface Ÿ rapportée à un réseau conjugué (u,«), 


22 


Ann. Ec. Norm., (3), XLVI. — Juin 1930. 


À 
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dont les lignes u = const. sont coniques; sur la surface corrélative =, 
les courbes u — const. du réseau conjugué (u,¢) sont planes; la 
seconde nappe focale de la congruence des tangentes à ces courbes est 


la développable 3, enveloppée par leurs plans; Egoroff dit : 1! s’ensutt 


_que l'application à x, de la trans formation de Laplace conduit à l'arête 


de rebroussement de la développable, la congruence des tangentes se 
réduit au système de générairices, et, par conséquent, l'équation ponc- 
tuelle relative au dar conjugué sur la surface est caractérisée par 
cette propriété qu'en lui appliquant une fois la transformation de 
Laplace, on est conduit à une équation dont l’un des invariants est nul. 

L'étude faite au paragraphe précédent montre que cette conclusion 


n’est valable que si la développable Y, est un cône ou un cylindre, 
c’est-à-dire si le lieu des sommets des cônes circonscrits à la surface Z 
le long des courbes u — const. est une courbe plane (a), de sorte 
que M. Egoroff a omis d'examiner le cas où ce lieu serait une courbe 
gauche. . 

2. En résumé, si un réseau conjugué permanent contient une 
famille de courbes coniques ou cylindriques, l'équation tangentielle 
de Laplace est de rang un, deux ou trois; nous allons étudier successi- 


vement ces trois cas: + 
A 


* L’équation tangentielle est de rang un, elle ramène à l'équation 
unique 
029 


du ov 


Le tableau de la page 168 montre que si les lignes u = const. sont 
coniques ou cylindriques, la courbe (a) correspondante est une droite 
(à distance finie ou infinie), le réseau est entièrement formé de 
courbes planes, on sait qne toutes les surfaces en jeu ont été déter- 
minées par M. Goursat ('). 

Le même tableau montre que pour tout réseau conjugué permanent 
contenant une famille de courbes planes, l’équation tangentielle est de 
rang un, les surfaces de M. Goursat sont donc les seules possédant 
PTE eh SST SLOSS TU OM ET GL Se Fuba MO} 


(1) American Journal (loc. cit.). 


“a. 
7 
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cette propriété, le résultat, de, Raffi (') est ainsi retrouvé très sim- 


plement. 


2° L’équation tangentielle est de rang deux, elle se ramène encore 


à une équation unique 
024 = Dy 


(1) 9. 


auor — Cu ==) 


qui admet pour intégrale générale 


WV 
i oe =k (Ut V"), 


où U et V sont deux fonctions arbitraires de wu et « respectivement. 
Les systèmes de trois intégrales quadratiques de I’ équation (1) ont 

été déterminés par M. Egoroff (2 ), M. Drach (*) et M. Gambier (*); 

il suffit de prendre les intégrales obtenues en remplacant (U, V) par 

(u,,0), (u,,0) et (0, —";), 

2 (lo 


- = = == Ways = 
VOS HET = : ASS à 


où uw, et w, sont deux fonctions de wu, et «, une fonction de « telles que 
(3) a? +12 = gy. y= — |, 


où q, désigne un-polynome quelconque du quatrième ordre (*); dans 
ces conditions, le plan * 


(4) [ou —u(u—6)]r+[eu uy (u—e) hr +[20,+ ru —#)1z 
+ 2(,—0,) — (ul, + ¥2)(u—7)=o 


enveloppe une surface rapportée à un réseau conjugué permanent, il 
reste à examiner comment il faut choisir wu, et «, pour que les courbes 
u= const: soient coniques; à cet effet, M. Egorolf a cherché les arêtes de 
rebroussement des développables circonscrites le long de ces courbes. 


(1) Comptes rendus (loc. ctt.). 

(2) Comptes rendus, 132. 1901. p. 194). 

(3) Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, t. \, 1908. p. 125-104. 

(*) Annales de l'Université de Jassy (loc, cit.). 

(5) Si Pon remarque qu'une même substitution homographique faite sur a ele ne 
change pas l'équation (1), on voit qu'on peut prendre lun des zéros de g, infini, ceet- - 
à-dire supposer ce polvnome du troisième ordre. 
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J'indique ici une méthode analogue mais plus rapide : il suffit 
d'exprimer que le long de‘ chaque ligne # =const. le plan tangent 
passe par un point a,(u), a,(u), a;(u), a.(u) (en coordonnées 
homogènes) ne dépendant que de u, l'équation 


(5) [2e,—u,(u—e)]a,+ [2u,— ua, (u—ve)ja, + [2v:+ v',(u —¢) Ja; 
+ [2(u,—e,)— (e+ 0,)(u—v)Ja,=0 


doit être une identité, dérivons-la deux fois par rapport à ¢, on obtient 


Pr Ay + Via, = O0. 

Nous éliminons a priort la solution a, = a, = 0 qui, d’après le para- 
graphe précédent, ne peut correspondre à une équation de rang deux; 
d’ailleurs, sans tenir compte de cette discussion précédente, en écri- 
vant que (5) est identiquement vérifiée, on aurait 


LA 
U, a, + Ugo 0, u,a,+u,a,=o 


et, par suite, soit 
d= G,=— 0, 
soit 
=" const. 
ay Wy 
le premier cas est évidemment impossible, le second également car 
), et 6, deviennent linéairement dépendants, (4) envelopperait une 
développable, cas banal écarté. 

Les solutions (v,— 0, v/=0) ou (¢;=0,a,=0) sont également 
inacceptables; en effet, elles donnent pour +, un polynome de degré 
deux; or si l’on remarque qu'on ne change pas l'intégrale (2) en 
ajoutant à U un polynome arbitraire du second degré en u et à V 
le même polynome en +, on voit qu’on peut remplacer le couple 
QU = 0, V = —¢,) où v, est un polynome p,(+) de degré deux, par le 
couple [U = p;(u), V =o], mais alors le plan mené par O parallèle- 
ment au plan tangent a pour équation 


[2u,—w,(u—v)ja+[ou,— uy(u—e)]y 
+ [2 p.(u) — p,(u)(u—¢)]Js=o. 


quand « varie, wu restant constant, il pivote autour de la droite d’équa- 
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tions 
U, 0+ Us y + p,(u)z—0, 
oO, 


Wy 2+ yy + p,(u)s = 


les lignes u = const. sont. donc cylindriques et non coniques (le 
cas +; =o permet même de prendre ¢, =o, la surface est dévelop- 
pable, nous éliminons donc ce cas). 

On est donc amené à prendre — 6}: «, et a,: a, égaux à une méme 
constante finie; un changement de plans de coordonnées permet de 
supposer #, —0, 4, = 0, ou, en vertu de la remarque précédente, 
v,=0 et a,=1; on est donc amené à prendre 


2U, 


Ai — 
ie = 
cette condition est suffisante; en effet, si elle est vérifiée, en faisant 
a; =o dans (5) puis en annulant le coefficient de + et le terme 1 en 
est indépendant on obtient 


(6) Ua + Us + U, —=O, 
(7) ul &+U, a+ Uu,—O. 


qui montrent que la courbe lieu du point (a,, a;, a,) est l'enveloppe 
de la droite (6) du plan a; =o. 

Les surfaces obtenues dépendent, une fois le polynome g, choisi, 
de deux fonctions arbitraires d’une variable w, et u,; les cônes 
circonscrits et leurs lignes de contact avec les surfaces sont algé- 
briques, car l'équation (5) contient v algébriquement; quant aux sur- 
faces elles ne sont algébriques que si u, et u, le sont. 


3° L’équation tangentielle est de rang trois, c'est une transformée 
de Moutard de l'équation (1), ces équations ne se ramènent pas à un 
type comme les équations de rang un ou deux; dans ce qui suit nous 
déterminons les réseaux conjugués coniques correspondant à une 
équation de rang trois. 


3. Soient 
(8) 4,= 2 
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quatre intégrales de l'équation (1), les w; sont des fonctions de u seul 
et des «; des fonctions de « 


atu)— Br 
u—e 


(9) G2 2 [a'(w) + 6") ]. 


une cinquieme solution a l’aide de laquelle on effectue la transforma- 
tion de Moutard, si 9; est la transformée de 9; nous avons 


(10) CE LP 
avec 

ou , Ow 06; , do ; 0; d 
(11) n= f (5 es ou ) a Lee D ds: 


\ 


cherchons à déterminer 9,, 4, 0,, 0,, © de manière que le plan 
Gr + 6,9: —- 6,5 =|- 4,=0. 


enveloppe une surface sur laquelle les lignes w= const. sont coniques, 
les sommets des cônes circonscrits étant répartis sur une courbe 
gauche: soient a, (u), a,(u), a,(u), a,(u) les coordonnées homogènes; 
d’un point de cette courbe, on doit avoir identiquement : 


a, Gb, + (De thy ré a,,= 0 
ou en tenant compte de (10) 
(2) ! a+ a, Hy + aU, + a, M, 0, 
Dérivons par rapport à v en tenant compte de (11): 


ne 05, 99 09, à 097 : : : de 
DIU +d, + 4, -— a, -— 9, + A, Je + As). io) SOs 
Oe 200 aS PIE dc 2 pol AE se + A9, | ) 


en intégrant.et en désignant par a, une fonction de # on obtient 
a,9,+ a,9,+0,5,+ 49, + as = 0: 


remplacons 9,, 0,, 0,, 9,, «© par leurs expressions (8) et.(9), chassons 
le dénominateur « — ¢ et dérivons deux fois par rapport à «, il vient 


84 + Vy + 4,03 + 4,0, + 4,6" =o. 


relation qui entraine #£5 relations linéaires homogènes à coefficients 


2 


RÉSEAU CONJUGUE CONSERVE DANS LA DEFORMATION D'UNE SURFACE. 175 


constants entre les a; et 5 — # entre les fonctions dev; mais a,, Ti ify, 
a, étant les coordonnées d’un point qui décrit une courbe gauche, 
nous ne devons prendre que k—1'; ona 


mw 


=o" LEE 2, 3 AN, 


où À; désignent quatre constantes ; nous avons déjà observé que si l’on 
augmente uw; d’un polynome du second degré quelconque en u et ¢;, du 
même polynome en v, 0; ne change pas, ceci permet de supposer : 


(13) “= À ; 
nous ailons montrer que ces conditions sont suffisantes. 


4° D'une manière générale, si m et n sont deux intégrales de (1), 
l'expression 
On à om “d s On ” om ri 
=. al 1 
se du du Ov Ov 
est une différentielle totale exacte, nous écrirons 


he p On om / On i a 1 
RESTE) — (m 7 7 du du Lp: He 5 


e/ 


ces expressions sont définies à une constarite près ; en désignant par 
p et q deux constantes et par m,, n,, mz, n, quatre intégrales de (1), 
on a les relations simples 


(en) = (TE ur) const 
(pm, gr)=pq(m, nr) + const. 


(M +R, My+ Nz) =(mM,, M,) + (M,, Ny) + (HY, M,) + (2), Ny) + const., 


de sorte qu’en posant 


ona: 


T 


(4%, ©) = (i+ Aid. PHY) = (oi 9) + (pi, YI + id. 9) 


= (9;— 0, 9) + (0 — No, v), 


12% 
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on est ainsi amené à poser 


2 
= Ui MES Hi rer 
d’où 

Hi= (pui, 9) + (puis Ÿ); 


les quatre expressions (pu, 9) et (ui, Y) se calculent aisément, on 
obtient : 


aU,— ae! AL; 46’ — BU; 
I, — 2 2 a + frere a’ UW) du + 2 Pass B'u;; 


en portant ces expressions dans (12) il vient ; 


(14) (28 —8'") file) + 8 fit) +e fatu) +f,(u) =o 


ou 


x 
L=-Ÿ au, 
1 


f= Yatau— uv), 


1 


4 
i=—> au [tar aU") du, 


= ay) 2( aU; — QU) +u | (ae UW; — a! U5) du |, 
FE LE 


cette relation est de la forme déjà rencontrée à plusieurs reprises, 
nous la traitons toujours par la même méthode: les quantités 28—8'+, 
3’, °, x sont quatre fonctions de «dont deux, et 1, sont linéairement 
indépendantes ; donc parmi ces quatre quantités il y en a, soit deux, 
soit trois, soit quatre linéairement indépendantes; si le nombre est 
deux ou trois il y a au moins une relation linéaire, homogène à coeffi- 
cients constants entre 2 3— fs, 3’, v, 1 et cela entraine que 8 soit un 
polynome de degré deux que nous pouvons supposer identiquement 
nul, le plan 
9, + +- 9,y + 4. oo CET 


dépend linéairement de +, les courbes # = const sont des droites : 
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elles doivent être asymptotiques d’une part et conjuguées des courbes ¢ 
. de sorte que la surface est développable : ce cas est à écarter. 
Si les quatre quantités 28 — B'e, 8’, ¢, 1 sont linéairement indépen- 
dantes, leurs coefficients dans l'équation (14) doivent être nuls, ce qui 
donne les trois équations : 


4 


> aU;— O, 


1 


4 
(15 ) >> a ee O, 
pak 


0 
D ai { (aa — a’ Ui) du — 0, 
5 : 


qui déterminent la courbe (a,, ay, a;, a,) lieu du sommet des cônes 
circonscrits. L'interprétation est aisée : on choisit cing intégrales 0,, 0,, 
: 0,, 9,, w de (1) correspondant aux couples (L,, 0), (A, 0), (U;, 0), 
(AL, 0), (a, B) où U,, U,, UW, VL,, à sont cing fonctions arbitraires 
de u et 5 une fonction arbitraire de +; on transforme 9,, 6,, 93, 9, - 
par w et l'on a le plan tangent à la surface 


Oa 4+ 07+ 9,5 +6,—0. 


La courbe (a,, a2, @;,a,) est située sur la développable enveloppe 
du plan ; 


Ie PAL, yb Uys + U0; 


pour l’obtenir il suffit de prendre l'intersection de la généra- 
trice (w) avec le plan 


2 f(a) —a' Wi) du +7 [cata — a’ AL) du 


4b 45 f' a" UV, — 2") du + | (a"W, — oI, ) duo. 


i I i I é éseau 
Pour qu'il existe une déformation continue de la surface avee rés 


2 
Ann. Ec. Norm., (3), XLVI. — Juin 1950. 23 
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conjugué permanent, il faudrait avoir ‘ 


4 Ga+ 62—.  A(u)1 B(v) 
ou - 

2 2 M2 wf A(w) + B(r)]} 
H,, H,, H, étant les quantités calculées plus haut, la discussion de 
cette équation parait pénible, bien que, théoriquement, elle se fasse 
par les méthodes classiques de différentiations et éliminations. 


5° Revenons à l'équation de rang deux; dans ce qui précède nous 
n'avons fait aucune hypothèse sur les courbes ¢ — const.; de la dis- 
cussion faite au paragraphe VI du présent chapitre, il résulte que, st 
l’on considère les tangentes à ces courbes, la seconde nappe focale est 
une courbe plane (b) (à distance finie ou infinie) ou une surface X, ; 
dans ce dernier cas, les courbes v — const. de E, sont planes. 


Nous allons maintenant montrer comment la méthode employée ici 


permet d’extraire, parmi les surfaces trouvées plus haut, celles dont 


le réseau permanent est formé de deux familles de lignes coniques ou - 


cylindriques; nous pouvons nous borner aux deux premiers cas (équa- 
tion tangentielle de rang un ou deux); en effet si le réseau (u, +) con- 
tient une famille de lignes cylindriques, la courbe (a) ou (b) corres- 
pondante est plane (dans le plan de l'infini); si les deux familles (u, ©) 
sont coniques, il résulte du'Chapitre I que (a) et (b) sont toutes deux 
planes; dès lors, en se reportant à notre tableau (p. 168), on voit que 
l'équation tangentielle de Laplace ne peut être de rang trois; c’est ce 
qui explique que les résultats de M. Masloff (‘) sont complets malgré 
erreur commise par M. Egoroff sur le rang de l'équation tangentielle, 
mais la discussion faite ici est seule à ke justifier. 


1° L’équation de Laplace tangentielle est de rang un. Si les courbes 
u— const. et »=const. sont toutes coniques ou cylindriques, il 
résulte du paragraphe VI du chapitre actuel que (4) et (b) sont deux 
droites, d'après ce que nous avons vu au Chapitre I ces droites ne 
peuvent etre toutes deux à distance finie, l’une au moins est dans le 
plan de l'infini, on obtient ainsi deux types de surfaces bien connus : 
SR M Een Le de Le 


(') Comptes rendus (loc. cit.). 


— 


ee 
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les surfaces de translation à profils de translation situées dans des 
plans rectangulaires (') et les surfaces de Peterson (?). 


2° L’équation de Laplace tangentielle est de rang deux. Aucune 
famille ne peut étre cylindrique, il est aisé de voir comment il faut 
choisir les fonctions u, et u, pour que les courbes uv = const. et 
* = const. soient toutes coniques. Écrivons que, pour + — const., le 
plan (4) contient le point [ b,(e), 5.(v), b,(e)] et dérivons deux fois fer 
rapport à w l'équation obtenue, il vient 


u,b, + uy b,+ uo, 


b, et 6, sont donc liés par une relation linéaire de sorte que le lieu 
des sommets des cônes circonscrits le long des courbes ¢ = const. est 
une courbe (0) située dans un plan perpendiculaire au plan de la 
courbe (a) relative aux courbes u — const.; on retrouve ainsi un 
résultat obtenu au Chapitre 1; on peut, sans inconvénient, supposer 
que l’on a 
bs== 0, Ho, 

de sorte que wu, et u, sont deux polynomes du second degré p,(u) 
et r,(u), résultat qu’on peut prévoir si l’on observe qu'il n’y a entre 
les variables w et qu’une dissymétrie apparente. 

En résumé une surface à réseau permanent doublement conique est 
l'enveloppe du plan 


(16) 6,x + Day + 035 +0,—0, 
(17) GT (ui + £7) RAA ee ey 

8 = pitt) == pis) (=O Sie == T(t), 
oe iP (== 0; pr 0! je ey agile), 9,== 0. 


P» Ps» qs désignent des polynomes de degré égal (ou inférieur) a 
i À ———— 
(1) Braxenr, Giornale de Mathematiche. t. 16, 1878. p. 267. — B. GamBier, Vou- 


velles Annales, {° série, t. 20. 1920. 
(2) Voir De Théorie des Surfaces, t. 1. p. 176-184. 
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l'indice, liés par l’identité 
(19) P3= Pit Qu 


on sait que si 0; ne change pas si l’on augmente wu; d'un polynome arbi- 
traire (en «) de degré 2 et +; du mème polynome (en +) de sorte que 
le tableau (18) peut être remplacé par le suivant : 


i=. us V— Pp, (2), Toe 124 0, 
(20) 


Pi pPa(s), — P2= 9, %=—V—4.("), %=— T(r). 


en changeant ensuite tous les u; et v; de signe dans (20) [ce qui est 
indifférent pour le plan (16), car tous les 9; sont changés de signe], 
on voit qu’on a bien manifesté la symétrie entre les variables u et v ; 
(us, Us, u,) sont les coordonnées tangentielles de la courbe (a). On a 
donc. F | | 
(21) Qu ha Pape Pot Pata 2 

: P2Ps— 2PiP> P2Ps— 2PsP2 


ag—=V— p, 


et formules analogues pour b,, b, en remplaçant wu par ¢ et p, par q, ; 
PoP, — 2PaPar 2Ps™, — Top, sont de degré 4 au plus, p,t, — pr, de 
degré deux. Pour étre complet, il faut indiquer les éléments analogues, 
P,, P,, Q,, IL, relatifs à la surface déformée ; les méthodes générales 
exposées au paragraphe II du présent chapitre auraient l'inconvénient 
d'exiger beaucoup de calculs. C’est ici que la méthode des mécanismes 
(simples ou doubles) vient au secours de la méthode générale. Bien que le 
mécanisme | (a), (b); (A), (B)| qui double [(a),(b); (A), (B) | ne soit 
pas indispensable, il est commode à employer et a d’ailleurs l'avantage 
d'offrir, outre les x' surfaces S,, S, applicables entre elles (2 désigne 
le paramètre de déformation), encore les surfaces AS, + uX,, 
AS, + LE, qui, pour A et y fixes et / variant sont applicables entre 
elles et parallèles (Peterson) aux surfaces S,, S: On définit Y, en 


méme temps que S, en remplacant 7, par un polynome nouveau 7, 


arbitraire (indépendant de p, et r,); remplacer x, par #7, revient 


is 


à une homothetie de + relativement à l'origine ; remplacer 7. par 


=, — kp, revient a faire glisser X le long de Ox; remplacer =, par 


eo 0 


de 
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%, — kn, revient à remplacer © par 5 — &S; on profite done de ces 
remarques pour choisirz, aussi simple que possible). 
Si l’on met. en évidence les coefficients de q, et ps, ona 


qi (u) = dyu'+ 4d, ui + 6d,u?+ 4d,u + d,, 
(22) Pau) = enu?+ 2e,u +e,, | 
Pa=P3— Qu 
(23) + 634-3 =—U + Vu? + ur + 0? — 4d,(u8— 02) — 8d,(u — +) 


et l’on peut prendre 


0 Perc) x m,(t) 
Op ba — hd,u?— 8d,u= 
(24) Ps (uw) | 4p,(u) Fos 1 tt Pil) ’ 
._ gë(e) . _ me) 
v= — + {a v?--_ sd,e= : 
hqi(#) . “a # qi(#) 


On vérifie aisément, en vertu de (22), que m, et n, sont des polynomes 


de degré 4 (au plus) ; la fraction oy n’est réductible que si p, a une 


a 


: £ i n, : re ales 
racine multiple, et de méme re dans ce qui suit, nous ne la réduirons 
pas, c’est-à-dire que si le calcul direct de U, par exemple, a donné une 


fraction Ê où = est un diviseur de p, (p, ayant des racines multiples), 
‘ mi wis 
nous la rétablirons sous la forme a en multipliant les deux termes par 
[A 
un facteur convenable ; avec cette précaution, tout ce quisuits’applique 
quels que soient les cas particuliers. Au cours de la déformation U et V 


l'U PET. FETE x d 
se trouvent remplacés par 7 et 77 où (est le paramètre de 


déformation (J =o donne la surface initiale S,) et où l’est une cons- 
tante arbitraire, d’ailleurs indifférente au. point de vue final, que 
l’on choisit donc de facon à simplifier le cas échéant les formules. 


On a donc (A, x constantes) 


(25) P,=A(p,+lm,), Q,=p(q;—1n,) 


avec la condition que le polynome À (p; + lm,) + 4.(q, — (n,) soit carré 
parfait; cette condition détermine le rapport 1. : A, rationnellement en 
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fonction de J car l’identité 
2 
, EE i à 


— 2B N 
Aut+ 4Bui+6Cu+4Du+E= (va u? + au tee) 


entraine (en supposant A 0) 


BE — D°A. 6 ABC — 4B3+ 2A?2D — 0; 


ici A, B, C, D, E sont de la forme Aa + wa’, Àb + wb’, ..., de sorte 
que, pour calculer À : u, nous avons deux équations (compatibles) de 
degré 3, qui ont une racine commune, obtenue rationnellement en 
fonction de /(les exemples indiqués plus bas suffisent pour en donner 
la preuve; il n’y a que certains cas particuliers où les équations 
peuvent avoir plusieurs racines communes, mais néanmoins il n’y a 
qu’une valeur de A: & qui convienne et qui reste rationnelle); cette 
racine À : u tend vers 1 quand / tend vers zéro et cette considération 
suffit (sauf cas très particuliers) pour choisir la racine; on peut 
prendre À arbitrairement, 1: en résulte, ainsi que P,, Q,, Pa. 
On a d’autre part (avec les notations du Chapitre I, § II) 
AZ=aj(t— h*) + a+ amha,—C 


ou 


(26) (P,P,—2P,P,)?= (1 — A) (2p, %, — Top, Ÿ — Py (Pa Ta Pa TB)" 
+ amh(2p,T,— Top',) (Pop's — 2PsP>) 
— E( PrP — 2PP2)*s 


or A, ne peut contenir que le radical V—P,, donc le second membre 
de (26) doit être divisible par P, (ou du moins par les facteurs impairs 
de P,), d’où quatre équations (dans le cas général); le quotient obtenu 
est carré parfait, d'où deux équations; cela fait un total de six équa- 
tions (compatibles) donnant c, A, m en fonction de Z; dans le cas où P, 
a une racine multiple, le nombre d'équations s’abaisse mais suffit 
encore (en ayant peut-être recours aux conditions analogues pour B*) 
à calculer c, 4, m. Ce calcul est d'ailleurs indépendant de celui qui 
donne À :143; si donc on opère comme à l'instant,’ inversement le 
calcul de A,, A;, B,, B, donnera P,, P,, P,; il suffit de remarquer.que 
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les relations 
DA UA. LU, 0. 
UA, + U,A,+ U,=0 
entrainent 
Uj A, + U,A,= 0; 


les valeurs proportionnelles — A! et A’ ainsi trouvées pour U, et U, 
‘suffisent à obtenir les polynomes U, et U} (de degré 2 et 4); on a 


ensuite 
CE = (Ce a Ae 


mais alors les valeurs exactes de P, et Q, se trouvent connues, ona A 
et u.. On peut ensuite recommencer pour 7a, Il, (A), (B) ce quia été 
fait pour 7, IL, (A), (B), c’est-à-dire obtenir C, m et C’; dans certains 
cas il peut y avoir avantage a calculer À, À. Bi, Bs par les intégrales 


da da db, ip 
{a dA,, {Z dA,, IE dB,, . dian 


En tout cas la méthode est assez souple pour pouvoir, grace a la sur- 
abondance des équations, calculer tous les éléments des surfaces défor- 
mées. Il est assez curieux qu une question de pure algèbre se trouve 
- ainsi résolue par des considérations de géométrie. 

[l reste à essayer de classer les surfaces obtenues : d’abord il y a à 
ranger ensemble toutes les surfaces parallèles (Peterson) à la surface 
initiale S et à réseau doublement conique : ce sont les surfaces 2S + 62 
(un seul paramètre de forme 2 : 3), cela revient à éliminer l'influence 
du choix de x, ou IL, de sorte qu’il n’y a plus à tenir compte que de p, 
et p,, ce qui donne 3 + 5 —8 paramètres homogèhes; mais il y a à 
retrancher trois unités pour la substitution homographique 


au +b as + b 
“= —— = 


ee £ == —=__, 
Cu sed ep +d 


qui respecte la forme de l'équation initiale 


O74 24 


re —— ==0 
Judv (u—F)? 
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et remplace u; et ¢; par u;, ¢; avec 


eon ad — bc wer) ad — bc. 
eae tt eh ce a YP 


Ces formules montrent que ps, p,, g, se transforment (à un facteur 
numérique près) en 


à 5 au + b ja ; au + b 
(oa + dp, (25), (cu +d) (ara) 


Il reste donc simplement, à une homothétie près, «* surfaces; on peut 
répartir ces surfaces en séries «S,-+ 8, où / est un paramètre de 
déformation, la surface S, dépendant de trois paramètres de forme. 

La meilleure classification est basée sur la forme réduite que l’on 
peut donner à p,; on peut se borner à p,=1, u, u? + 1 suivant que p, 
a une racine double, deux racines distinctes réelles, deux racines dis- 
tinctes imaginaires; ensuite il y a à envisager les racines de p, avec 
leur multiplicité et leur réalité et de plus à tenir compte des valeurs 
remarquables des rapports anharmoniques des racines de p., Ps, g:, 
puis à voir si p, peut avoir des racines communes avec p, (p, ne peut 


être égal à Ap; sinon 0, et 0, seraient proportionnels). On a done 


divers cas tels que 


Pr Ps gr 
i A(u?+ 1) 1— A(u?+-1) 
1 Au? 1— Au? 


1 A(a?—1) V— A(w2—+4) 


! te "7 


Ces cas sont caractérisés par ce fait que p, a une racine double, 
racine aussi d'ordre 2 ou 3 de P.3 comme on prend u, = V— pA(u), 
‘5 = — /—4,(), le premier et le second cas ne donnent que des sur- 
faces imaginaires et le troisième, pour obtenir des surfaces réelles, 
exige que l’on ait A(1 — A) > 0. 

Si la racine double de p, est racine simple de p,, on a de mème 


L 


MT tN 
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les cas: | | 
Pe Ps gr 


1 | (w+1) (au +6) 1— (u?-+1)(au+ b) 
1 (u?— 1) (au + b) 1—(u?—1)(au +b) 
I au?(u—1) 1—au?(u —1) 


1 us : à 4— 123 


. puis en supposant toujours p, muni d’une seule racine double, on 


supposera que cette racine n'appartient pas à p,, .... On voit le 
grand nombre de cas distincts que l’on peut obtenir. . 

Dès que p, et g, ont chacun une racine double les surfaces obtenues 
sont unicursales; cela se produit en particulier pour 


P2 Ps qe 
Pa=1 Py A(u?— 1) Qe=1+A—iu? 
P2=!1 ; Prt k Ji—1—u : 
hae Psa A(t —1) Qa ut(i— hk) +A 
Pott Pi= u QR=wv—u 


Ces cas ont été obtenus en supposant que p, et g, ont une racine 
double commune qui est en même temps racine simple ou double de p, ; 
dans le cas où p, a deux racines distinctes, on a, de plus, supposé 
que ces racines et les couples de racines simples de p, (ou g,) appar- 
tiennent à une même involution [sinon on aurait eu p, =u +, 
ps =A(u? — 1), g=À(—u)+(u+#)]. Dans le cas où p, et q, 
ont chacun une racine double, la racine double de p, n'étant pas égale 
a la racine double de g,, par une substitution homographique, on 
suppose ces racines égales à o et æ; il suffit de choisir 


Ps = au? + 2bu+e, 


puis écrire 


Pr, = uw [a u? + 4abu — d], ga, = du? + 4beu + €, 


a, b, c étant arbitraires. 
Le cas pp =u? +1, p, =2u?, g, =(u? — 1)" est très intéressant, 
mais ne donne que aes surfaces imaginaires. 
Il est bon maintenant d’indiquer quelques exemples numériques 
Ann, Ec, Norm,, (3), XLVU, — Jui 1930. , ag 


we i choisi les agstigll: avec certaines particularités intéressan 


P,=i(2—ut— 8lu?), 
= p(ot—1-+ Get), 
P,= 1e afu*); Vitae, 
p=(1+8f):(1+ 48), 
regret 
8i? 


A ioe 


eS a ee ees — +) | 
y(t + 4P)1+88F) : 
(alu? +1)\ ut'—9 + 8lu? 
ae eae! AE ey lee e 
2 Vti+se 


ee LL LL B Cal D Vi pt — fle? 
TE ET re 283V1+ 4B j 
C'= 0, mo, ‘ 
ue Ups (4/1 8h, U, uy 1+ ee, 
»: | di, 6—ut oo, 1, ay Los 
| AZ = ——— 7) 3 Er y nn ee 
da, Su db, 4e 


Les calculs ont été faits en suivant pas à pas la méthode indiquée ; 
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le polynome P, +Q, est bicarré, la maddition pour qu'il soit carré 
parfait est 
NES) (MES. 


La racine be ele est à rejeter, car elle ne tend pas vers un 
quand ltend' vers zéro; on a donc pris l’autre racine. On remarquera 
que st p, a une racine double, cette propriété disparaît au cours de la 

_ déformation; les racines de p,, q, et p, ici appartiennent, par couples, 
à une méme involution et cette particularité HAN au cours de la défor- 
mation pour P,, Q, et Ps. 


Deuxième exemple : 


Dents Pi U— 1, ‘ii + U— uw, 
U—=U, nV — ui, k ps Yo pr, 
wT pase 
A —2u — Vi u vy — 203 b Vor ar 
1 2 j , be ? 3 
TENTE 1+ ut 2 ph+r 2 phy 
> I+4u?— ui 5 p? 
qi = ro mer VE a 4 
I—u ; ph— p?— 1 


Fe À Lui — 1+ l(u'— 4u?—1)], 
QO,= pit ut ui 5lu?). 
Ici on a encore pour P, + Q, un polynome bicarré 
u[A(i+l)—p]+uw[pGi+5l)—40]+p—(G+ sa, 
et la condition pour qu'il soit carré parfait est, en n'oubliant pas qu'il 
faut s'assurer d'abord. si le terme en u* est nul ou non, 
(La pQ+50P+ 4e — (+0 Hu — A(1-+ 2)J=0 
et la racine à prendre pour cette équation de degré 3 est la racine 


rationnelle tendant vers un si l'tend vers zéro, :À1—1+1; on prend 
A=1, p=1-+ let lon trouve aisément 


P,=uvyi+2l+ SE, P,=ut—1+/l(ui—u+31), 
Q(1 + hi 4 1 — a 5 lu? |, 
4,2 I 
D a ae | eens m == 0. 
52+ G+)’ Perea he 


15 
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Cet exemple offre la particularité que les racines de p, divisent har- 
moniquement un premier, puis un secon couple de racines de p, (et par 
suite aussi de q,); et alors les racines de P, sont fixes et continuent à 
avoir les mémes propriétés pour P, et Q, au cours de la déformation. 


Troisième exemple : 


Pet A ee 7,1 +7; 
iii. Us — Vu, P3= — V— 1— 9°, iL — ts aa, 
u , — 2 b 2 — #3 b 2V—1— #3 
AZ — = 3 = — 9 a = . 3— ES he 
: 3 3Vu : ay 39? 
ä u? a vu Rests REV ret 
a —s pr = ——- ——— 
1 3 2 3 1 3 - ate 39 
da, r 3 db, (4—2°)e 
AZ ——=—JuU == —— ’ 
da, 3 ; db, 4 +- 63 
ut 8e — pt 
Un eur | 
: 1 + ¢% 


4 
On a mis U sous la forme ~, où le dénominateur reproduit p,; on a 
‘P,=— A(1+ lu)us, 
Q,= pli + e+ U(¢'— 8e)]. 
On a sans peine, en prenant u = 1, 
P,=1— 4lu— 82 uv, A=1— 642, Rests 
— 16 


h=Vi1— 648, m= —————) 
y1-— 648 


C—=—41, 


TE -g-Vi— 648, A,= 3 


2 + alu) 1+ lu. 
u 


Ici p, a une racine double qui est racine simple de p, et, de plus, 
p, a une racine triple; P, a une racine triple fixe, mais P, a des racines 
distinctes. 

Quatrième exemple : 


Supposons que p, ait une racine double qui soit en même temps 
racine triple de p, et g,, on pourra écrire 


P=, Pr AU, qd, =I1-+ 26, 
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choisissons © 


| 


= u,=Vau, PUR a UN QUE —= 


Nous retrouvons, aux notations près, l'exemple trouvé directement 
au Chapitre I, SIE n°7. 
_OnaïiiU=r:2u, V=—1:(1 + 26), etau cours dela déformation, 
on peut prendre 
P= — au —1, Q,=1+ 294+ 1, Po, 
Ur, : oR Vout, Vj r= T— 26, U,= u +4, 


U,= <— + lub. 


Cet exemple où Je couple (a), (b) se compose de deux paraboles 
focales qui restent égales a elles-mémes au cours de la déformation 
est très curieux, car on remarque que les coordonnées tangentielles 
de la parabole (a), à savoir 1, V2u, u, pourraient être multipliées par 
hu + sans que les conditiens de degré exigées soient modifiées 
| mais le eouple (a), (b) doit être modifié |; si l’on suppose à = 0, on 
retombe sur le type étudié; nous pourrons done supposer, par homo- 
thétie, À — 1, et cela nous conduit au cinquième exemple. 


Cinquième exemple : 
Meur, p,=—vu(u + KY, Gy (it+2u)(uthy), 
ps et gq, admettent les racines de p.,, Pune comme racine double (—k), 
l'autre (x) comme racine simple. En prenant u, =u(u+k), nous 


trouvons pour (a), (b) un couple de paraboles focales; or, on voit 
aussitôt que la transformation 


Ni Re, AZ =a? (1 h*) + a} + 2hma,—C 


transforme une conique quelconque (a,, a.) d’axe Ox en une nouvelle 
conique; si en même temps on prend la conique focale (b,, ;), la 


transformation 


b : x 1 - b ‘ z 
By ile Di b? (: — =) + b3— 2m h + C— ne? 
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fournit pour (B) la conique focale de (A) et cect quels que soient les 
paramètres C, h, m qui définissent la transformation: 

Il s’agit maintenant de trouver (a), (6), (A), (B); les polynomes du 
second degré linéairement indépendants, au nombre de trois, peuvent 
être pris égaux au(u +h), u+k, 1; le premier a déjà été employé; le 
second égal à p, doit être rejeté. Nous prendronc donc ñ, =1. 

Nous avons donc 


p=utk, . p=—ou(u+k},  qæûi+ae)(o +4}, 
É To uth, Ta 1e 4 
CU aveu, 
_ _—(3u+À) 3 — Vou 
EU ET Su (ark 
b, = V+, b= V—1— 99, . 
> A ce mL ~  —V—I1—29 
eae PE TS ee Sheek 
= w+ (6k4 2)u + À? e+ (6k+2)e+(1+hky)? 
De En au 1120 


On aura donc 


P,:(u+ kÿ=— 1 au + [wt (6k+a)u +], 
Q,:(e+4}= uii+ ar + I[e?+ (64 +2)e+ +h) ]f. 


Cette fois une difficulté se présente : le polynome 


(Ph Qu) : Cu + AP 
= (p—?)+(u—2) [464 +2) +ale+ul(i+A)+i]— 204 


est carré parfait pour deux valeurs de vu : À dont l’une est fixe et égale 
à un, l'autre variable avec / et tendant vers un quand / tend vers zéro, 
de sorte que nous ne savons a priort quelle racine prendre; mais nous 
avons remarqué que nous pouvons continuer sans calculer À : u.; A, 
et B, ne doivent contenir d’autre irrationalité que 


Vout (w+ (6k +2) u + 12] 
ou 


y—1—20— [e+ (6h +a)e +R] 
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et puisque l’on a 
Ai=u(i—h)+a(i1+mh)u —C, 
‘ \ ; 2m 
B2= (1+ 6 }2 bids TEE D ps à , T= pe? 
- ( ) ie) 1— 21 rs eae bates nee 
on aura 


i AE mh +1 —C | (mh +1)?— Ch? 
(NUNS REST dea) TG LEUR ed 


En prenant comme inconnues H = h?—1, M=mh-+1, ona 


C= Ril, M=—u]sesi+;] 


et par suite 


. ie fsei [enr ‘| 
Som Hat ky | 


La solution H = o est inacceptable, car elle donnerait 


Aie= ix N= 1, D PCAs 0. DB —10, 


et la surface déformée de S se réduirait à l'axe des 2; on prend donc 


"RE ' v i+ 
Er T° é ae | hy Asay 
(4h4+1)6+1 (4A + ul +1 
— hel Mie OR 
cis iil sets oy Resvroe 
2r 4 
VERTE eet à eo jeu + es (6h ou +R) 
(== — —— Ney = 
Ghent : Were yet 


L'identité U, A, + U, A, =o permet d’écrire 


Lo ie bh ak ae HT hi 
WE 
Ce \ EP, = (a SE Mi yy vue df art (Gk 2 yee h? |. 
jee AT 3h + Lu A Ji Ce + ky 


EE = 


RME 


4 


Inutile de poursuivre davantage les calculs : ces valeurs de P, et P, 
montrent que la racine v.: 2 à choisir est celle qui n’est pas égale à 1; 
au cours de la déformation le couple (A), (B) se compose de deux 


13% 
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. ; Sg ra: : I 
coniques focales à centre dont les excentricités sont respectivement 7 


et h, de sorte que, sauf pour h=o, c’est-à-dire sauf pour S, ona des 
coniques à centre; P, et Q, ont une racine double commune fixe 
(nécessairement racine de-P,), on remarque que les racines variables 
de P, (ou Q,) ont une demi-somme égale à la racine variable de P,. 
Nous verrons un peu plus loin l’utilité de cette remarque. 

On doit remarquer que pour k— 0, p, a une racine triple qui lui est 
commune avec ps, cette propriété se conserve au cours de la déformation. 

Autre remarque : L'exemple 5 comprend l’exemple 4 comme cas 
particulier; mais on a détruit l’homogénéité en écrivant u + & au lieu 
de Au+ yp; il faut supposer que & devienne infini et il est bon de 
substituer à / une variable C définie par l'égalité 

— k1 


ENTE ety TE 


| 


et l’on suppose que # devienne ‘infini, mais que C reste fini; C est le 
paramètre de déformation. 


Sixième exemple. —,C’est celui qui a été donné au Chapitre I, § II, 
n° 8, (A), (B) sont deux coniques focales à centre, et ( A), (B) deux 
ol focales. On a pris (w constante arbitraire) 


x 
A,=uch'o, A,= (D?— «° ch?w)?, 
4 
B,= v sh°w, B,= (v? sh?w — D?)?, 
— u? che — 1 — A 
À —— nuit 
: 2 u? : By uD?’ 
= 1 I v? sh?w — 1 : D. 
Do nt RE end à 
oan Di + 2 p? j B; PD?” 


D est le paramètre de déformation; D = 1 donne la surface initiale. 
Les équations tangentielles des coniques à centre (A), (B) prouvent 
que l’on doit prendre U,, U,, U, proportionnels a u, /D?— wch?o, 
— D*; or l’expression A,u + A, /D?— u?ch?e est égale a — (u + D?) 


tandis que A,u + A, D?— u? ch? est égale à uch? w o (5 — 5x) mis 
2 D? 2u 


de sorte que pour obtenir des polynomes de degré 2, U, et U, il faut 
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prendre : 
U,=,  U,=uV/D*— atcha, U,=— uD, 


u,=u? u, —=uV1— u?ch?6, “.=—u, 


Pu", P,=u'ch*w — D'u?, _ Q,— D°e? — ¢sh?w, 


autrement dit P, et Q, ont une racine double commune, fixe au cours de 
la déformation, nécessairement racine de P, et qui de plus est double 
pour P;. 
Je reviens d’abord sur l’étude de cet exemple si intéressant : com- 
parons sur les surfaces S, et S, les nappes engendrées par les points 


H— 4, =r. sur S,,. 


ES DE P— Dr; sur Sp, 


les valeurs de U,, U,, U, sont alors Dan, D?u,V1— us cho, —u,D* 

que l’on peut réduire à uw, u, Vi — urchw, — Duy, de sorte que la 

nappe considérée de S, est l’homothétique de celle de S,, le centre étant 

l'origine et le rapport d’homothétie Sp égal à + D; mais dans l’appli- 
24 


cabilité le point (4, +) de S, a pour homologue le point (4,,#,) de S, 
et non plus (Du,, De). Considérons de même &, et 4; remarquons 
que, par une translation le long de Oz, on peut réduire, pour &,, 


U, a—: alors le. méme raisonnement prouve que la nappe engendrée 
2 ñ 


par le point (Duy, Dey) de 3, est l’homothétique encore de la nappe 
engendrée par le point (4,,9,) de 4,, mais avec le rapport d’homo- 


ras I 
thétie p:- 
De la sorte, à deux paraboles focales arbitraires correspond une seule 


surface X, pour une valeur donnée de w, autrement dit à chaque couple 
de paraboles focales nous ferons correspondre : 


o' surfaces Z (le paramètre étant w) de notre sixième exemple; 
wo! surfaces S (le paramètre étant /) de notre cinquième exemple ; 
Une seule sur face S du quatrième exemple (je rappelle que la surface S 
est auto-applicable). 
Ann, Ec. Norm., (3), XLVI. — Jumuet 1930. 25 
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Les surfaces ainsi. obtenues ont toutes un réseau conjugué perma- 
nent doublement conique, les sommets des cônes circonscrits étant 
répartis sur les deux paraboles. La discussion faite sur les polynomes 
Par Par Js OU P,, P,, Q, prouvent que ces trois espèces sont essentiel- 
lement distinctes: en particulier elles ne sont pas applicables les unes 
sur les autres. 

De même, l’excentricité commune des ellipses (A) du sixième 
exemple étant thw, on voit qu’à tout couple donné constitué d’une 
ellipse et d’une hyperbole focales correspond : 


1° Une unique surface S du sixiéme exemple ; 

2° æ!' surfaces & du cinquième exemple, le paramètre étant 4; 
chaque valeur de sé donnant une seule surface 2; ici encore, il y a irré- 
ductibilité des surfaces en question. 


Or, le sixième exemple met en évidence que l’on aurait encore les 
conditions de degré voulues en prenant 


u,=u(Au +), By = Au +pVi— che, u,—=—(Au+ py). 


La valeur ».=o redonnerait le sixième exemple; supposons done 
ux 0, donc, par homothétie, égal à 1; mais alors [es polynomes 


Ps: = u(Au D 1), 
Pp, = (che — 1) (Aw 4-1), 
7, = (t— u?sh?9) (Au +1) 


sont tels que p, et g,'ont une racine double commune, racine simple 
de p,; d'autre part, les racines simples de p, (ou g,) ont pour demi- 
somme zéro qui est l’autre racine de p, : ce sont justement les cir- 
constances caractéristiques de l'exemple 5 (comme on le voit par un 
simple changement linéaire sur u). I] n’y a donc rien de nouveau à 
obtenir; sans notre discussion préalable, nous voyons ainsi que nous 
aurions risqué de faire des calculs superflus; de plus, les cas prévus 
a priori ont été retrouvés directement. 


Exemple 6 : 


pie P,=A(u? —1), fi =i+À— Au. 


CORRE PEN 
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Exemple 4 : 
2 Pit, PLU, fi, t= au. 
Exemple 3 : 
Det, Py A(t? — 1), qi=u?(i—Àà)+ 2. 
Exemple 5 (pour 4 — 0): 


P:—=u, Du j,= 7 —u, 


Cet exemple 5 est curieux en ce sens qu’il donne comme cas parti- 
culiers 4 ou 6 qui se trouvent ainsi réunis par un lien difficile à aper- 
cevoir à l'avance. J'ai signalé qu’il y a encore un autre cas où le 
couple (a), (b) est composé de deux coniques focales, à savoir : 


Ps=u+k, P: = À(u? —1), gi=iG—u)+çQu+k}. 


En terminant, remarquons que deux plans imaginaires conjugués 
ne peuvent être perpendiculaires, donc toute surface à réseau dou- 
blement conique permanent, si elle est réelle, donne un réseau réel; 
mais pour le cas des bases simples, on peut avoir un réseau doublement 
conique imaginaire dans les deux familles, les deux surfaces étant 
réelles. Dans le cas d’une base permanente doublement cylindrique, il 
n’y a que l'exemple des surfaces minima qui donne un réseau imagi- 
paire. 
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SUR DIFFERENTES QUESTIONS 


RELATIVES AUX 


EQUATIONS DE TYPE ELLIPTIQUE 


Par M. Greorces GIRAUD 


Professeur à l’Université de Clermont-Ferrand. 


Introduction. 


Cet article fait partie d’un ensemble de travaux consacrés aux équa- 
tions aux dérivées partielles du second ordre de type elliptique, 
linéaires ou non, à m variables indépendantes ('). 

Relativement aux équations linéaires, des solutions élémentaires 
de certaines équations dont les coefficients sont définis dans tout 
l’espace et se réduisent à une certaine distance de l'origine à ceux 
de l'équation 

du 


robe (eS = 0) 
a 


(*) Voici la liste de ceux de ces travaux auxquels nous aurons fréquemment à 
renvoyer au cours de cet article, avec les abréviations par lesquelles nous les 
désignerons : 

A. Sur le problème de Dirichlet généralisé, équations non linéaires à 
m variables (Ann. sc. Ec. Norm. sup., t. 43, 1926, p. 1-128). 

B. Sur le problème de Dirichlet généralisé, deuxième mémoire (Ann. sc. 
Ec. Norm. sup., t. 46. 1929, p. 131-245). 

C. Sur les équations aux dérivées th tah du type elliptique (Bull. Sc. 
math., t. 53, 1929, p. 367-395). 

Un article Sur les équations de type elliptique et la méthode des approxi- 
mations successives (Journal de Math., t. 8, 1929, p. 269-300) traite rapide- 
ment la question d’une facon  Haldédiane entre celles de A et de B, 
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le coefficient de w étant en outre négatif dans tout l’espace, jouent un 
rôle prépondérant. On verra ici que ces solutions élémentaires existent 
si les coefficients satisfont dans tout l’espace à une condition de Lips- 
chitz généralisée et si en outre le coefficient de wu est négatif ou nul 
dans tout l’espace. On y trouvera en outre une étude plus détaillée de 
la dérivabilité de ces solutions élémentaires. 

Certaines équations sont identiques à leurs adjointes ; c'est le cas 
notamment de certaines équations où figure l’invariant différentiel du 
second ordre de Beltrami pour une multiplicité à m dimensions dont 
on donne l'élément linéaire. On verra comment des résultats classiques 
de la théorie de l'équation de Fredholm permettent de généraliser pour 
ces équations un théorème de M. Picard sur l'équation des membranes 
vibrantes, théorème qui a déjà fait l’objet d'une première généralisa- 
tion due à M. Sanielevici. 

L’allure des dérivées de la solution uw d’un problème de Dirichlet 
linéaire sur la frontière du domaine est fondamentale pour la solution 
des problèmes de Dirichlet non linéaires. Cette étude est rapidement 
reprise ici pour élargir les hypothèses faites précédemment. A ce sujet 
se rattache la construction de fonctions assujetties à des conditions aux 
frontières données, portant sur les dérivées jusqu’à un ordre donné, 
opération qui se présente à plusieurs reprises dans la théorie actuelle. 

Cet article revient ensuite, pour le démontrer complètement, sur le 
théorème concernant les dérivées de u, d’ordre supérieur au second, 
quand on suppose que uw satisfait à une équation, linéaire ou non, de 
type elliptique et que ses dérivées secondes satisfont à une condition 
de Lipschitz généralisée. On passe aisément de là au cas où l'équation 
donnée est holomorphe, cas où wu l’est aussi; cette proposition géné- 
ralise un théorème bien connu de M. Serge Bernstein concernant le 
cas de deux variables indépendantes. Le théorème sur le problème de 
Dirichlet pour les équations non linéaires est repris rapidement avec 
des hypothèses plus larges que précédemment. 

Le problème dit de la chaleur qu'il n'y a pas lieu, à notre point de 
vue, de considérer séparément de celui de Neumann, est généralisé 
pour les équations linéaires quelconques. On y retrouvera un fait déjà 
signalé dans des circonstances plus étroites, savoir que les hypothèses 
nécessaires à notre solution de ce problème sont plus larges que les 
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hypothèses correspondantes relatives au problème de Dirichlet; les 
raisonnements sont d’ailleurs plus brefs. 
Il n’y a aucune difficulté à considérer un problème mixte, où cer- 


_ -taines frontières portent les données d’un problème de la teur et 


certaines autres celles d’un problème de Dirichlet, ces frontières étant 

sans points communs les unes avec les autres pour éviter les singula- 

rités qui se produiraient à la séparation des deux sortes de données. 

Cette étude est donnée ici avec des hypothèses un peu plus larges que 

celles que nous avions faites antérieurement pour le problème de- 

Dirichlet linéaire; les nouvelles hypothèses sappliquenc| d’ailleurs 
aussi à ce dernier problème. 


I. — Sur la solution élémentaire. 
4. Si l’on donne l’équation linéaire 


du OT EEE 
F(u) Dr dx, 0x3 + D be D. + CU = 0 


(A, D, ne pd 8 a) 


(1) 


où les az, les b, et c sont des fonctions données de x,, %,..., Lm; 
et où uv est la fonction inconnue, on peut définir |’équation adjointe 


comme étant 


(2) 


US" (ay, Be). O( ba) ‘>, 
CE SE ear amma 


et cette définition est valide si les dérivées secondes des a,,g et les 


dérivées premières des 6, existent. 
Mais si l’on pose, dans l’équation (1), 


; 0az,8 
a= ba+ 2, 0x6 ? 


de sorte que cette équation devient 


: d du , Ou = 
(3) FB), arg (ous ge) +), Oe + Cu = 0, 
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l'équation adjointe devient, dans la même bypathénta MS 


0 d d(b% ev) JM 
(4) G(r) =D des (css) — x + cp =o. 


On remarque alors que, si l’on prend cette nouvelle façon d’écrire 
l’adjointe comme une RUE à celle-ci a un sens pourvu que les a, 8 


et les b, ou les b, — Yipes a = aient des dérivées, et ces nouvelles hypo- 


thèses sont plus larges de les anciennes. 

© C'est cette nouvelle définition que nous adopterons désormais. Si les 
dérivées des a,,3 et des b, sont continues, les différentes conséquences 
de la formule de Green (') subsistent sans modification. 


2. Si l’on suppose que c et les dérivées premières des a,,4 et des 
b, sont continus (L) (?), les autres hypothèses relatives à l’existence 
de G(X, =) subsistant (*) (c’est-à-dire que, hors d’un certain domaine 
borné, les a,,g sont nuls siB ~« et égaux à un si B— «, les 6, sont 
nuls etc = — g”, g étant positif et constant, et que de plus c est négatif 
dans tout l’espace), cette solution élémentaire G(X, =) satisfait, rela- 
tivement à &, à l'équation adjointe. La démonstration donnée dans un 
cas plus particulier (*) subsiste en effet. 


3. Les hypothèses faites dans le travail cité pour parvenir à la fonc- 
tion G(X, =) peuvent être élargies : il suffit en effet de supposer que 
tous les coe ffictents a,,4, b,, c sont continus (L) dans tout l'espace, ces 
coefficients gardant les mêmes valeurs que ci-dessus hors d’un certain 
domaine borné et c étant négatif dans tout l’espace. Pour le voir, il 


(‘) B, § V, théor. 3, p. 209 et 210. 


(*) Je rappelle que je désigne ainsi les fonctions satisfaisant à des conditions 
de Lipschitz généralisées 


[p(X)—o(Y)| <A U(X, Y) LR 000 <= ety, 


où L(X, Y) est la distance des deux points de l'espace à m dimensions, k et A 
étant constants; h est nommé lexposant et k, le coefficient de continuité (L). 
(*) B, §V, théor. 2, p. 194. 
(+) B, § V, théor. 2, p. 200. 


TRES 
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suffit de modifier un seul point de la démonstration (') : pour limiter 
dans le domaine L (0, X)<<R+6 les dérivées secondes de G' — ® 
par rapport aux +,, les dérivées premières et la fonction même ayant 
déjà la limitation Ofe- #L@®)], il suffit de considérer G’ — ® comme 
solution d’un problème de la Chaleur (?) dans une hypersphère de 
rayon assez petit; on sait en effet que ce problème est soluble si les 
ay: 8» les b, et c sont continus (L), moyennant une condition de signe 
qu'on peut toujours remplir, et pourvu que le rayon de l’hypersphère 
soit assez petit; les dérivées secondes de la solution peuvent être limi- 
tées dans les mêmes conditions, ce qui suffit. 


4. La condition c < 0 dans tout l'espace peut étre remplacée parc<o, 
pourvu que, hors d’un certain domaine borné, on ait “pure 
C—=—£$g, 870. 

Plaçons-nous en effet dans cette hypothèse et soit y (X) une fonction 
continue (L) dans tout l’espace, nulle hors d’un certain domaine 
borné, et telle que c — y soit négatif dans tout l’espace. Soit G(X, 2) 
la solution élémentaire de la nature considérée, relative à l’équation 

. F(u)=yu. 
Posons 
my) 
(5) u(X, 2)=—A | G(X, A)p(A, 2) dV, 
‘ 
l'intégrale étant étendue à tout l’espace et A ayant, comme dans le tra- 
vail cité, la valeur 


(6) A=otn ? (21) (m>2); 


o(X, &)est une fonction à déterminer par |’équation de Fredholm (*) 


(ra) 
eo o(X, =) —Ayx(X) G(X, A)e(A, €) dVi de y(X) G(X, B) 
7 


(2p >m), 


(*) B, § V, théor. 2, p. 207. 
3 Voir C, p. 380 et suiv. 
(3) Voir B, p. 213, les définitions de G, et de G); ou ci- -dessous, gIV, n° 2. 


Ann. Ec. Norm., (3), XLVI. — Jurtiet 1930. 26 
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où l'intégrale est étendue à tout l’espace. La théorie de Fredholm s'ap- 
plique à cause de la façon dont G se comporte à l'infini et parce que x 
est identiquement nul hors d’un certain domaine borné (*). 

Pour prouver que p existe, il suffit de prouver qu’il n'existe pas 
d’autre solution que o =o pour l'équation 


(72) 


RE 2200) GX À) o(A Ja V 0. 


Soit en effet o une solution quelconque de cette équation et soit 


jm) 


aX)=— af G(X, A)o(A)dVi: 


u satisfait à l'équation (1) et s’annule à l'infini. Je dis que u est identi- 
quement nul. En effet, posons 


u—{(h—e*")v, 


h et M étant des constantes positives qu’on va déterminer; r est la dis- 
tance de X à l’origine supposée placée en un point où c 0; ¢ est une 
nouvelle inconnue. Si A > 1, le coefficient de + dans le second membre 
est partout positif. D'autre part, 


F(h—e M) —e TT — 4M? 2,800 8 rats + 2M Ze (Ae,0 + bata) —Cc]+ he; 
‘il existe des constantes A, B, C, Dtoutes positives telles que le crochet 


soit maindre que 
— 4M*Ar?+ 2M(Br + C) + D; 


supposons c <o pour r£r, ; nous pouvons prendre M assez grand pour 
que ce crochet soittoujours négatif pour r > r,; d’autre part, M étant 
maintenant fixe, nous pouvons prendre h assez grand pour avoir 


Sin ee) Lo 


quand r <7; alors il est visible que la même inégalité a lieu dans tout 
l'espace. ¢ ne peut donc avoir nulle part ni maximum positif ni mini- 


(*) B, § V, théor. 3, p. 215. 
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mum négatif ('); mais ¢ s’annule à l'infini; donc v est identiquement 
nul et u de même. Donc enfin a, quiest égal à yu, est nul. 
Ainsi o(X, =), et par suite u(X, Æ), existent. Alors la fonction 
G,(X, =) —w(X, &) est la solution élémentaire cherchée de l'équa- 
tion (1). Cette solution est évidemment unique. 


5. Dans le but de rassembler des énoncés de même nature, repro- 
duisons ici un résultat du travail cité (?): 


Si les dérivées d’ordre g2 x des a, 4, d'ordre q — 1 des b, et de c sont 
continues (L), G peut ètre dérivé jusqu'à 2q + 1 fois, dont q + 1 fois au 
plus par rapport aux coordonnées de X et q fois au plus par rapport aux- 


coordonnées de =. 
Quand X tend vers &, ces dérivées se comportent comme celles de la 


fonction nommée ® à l'endroit cité. 


6. Sr les dérivées d'ordre g2 0 des a,,3, des b, et de c sont continues(L), 
G peut étre dérivé jusqu'à 2q +2 fois, dont q +2 fois au plus par 
rapport aux coordonnées de X et q fois au plus par rapport aux coor- 


données de =.. 


La démonstration est toujours la même et repose sur ce que ces 
dérivées existent pour la fonction ®(*). Si l’entier arbitraire qui figure 
dans ® a été pris assez grand, toutes ces dérivées de différents ordres 
sont continues pour G — ® (comme dans le cas précédent). 


Remarque: — Si ces hypothèses ou celles du n° 5 sont vérifiées 
Toe dans une région de l’espace, on peut dériver par rapport 

X le nombre de fois indiqué si X est dans la région et Æ n'importe 
où. De mème les possibilites de dérivation par rapport à dépendent 
seulement de la région où est=. 


7. Si les dérivées d'ordre q>2 des a,,3, d'ordre q — x des b, et d'ordre 


(*) B , $ V, théor. 2, note de la page 200. 
(2) B, § V, théor. 2, p. 208. 
ee ot théor. 1 a 5, p. 370 à 378. 
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q — 2 de c sont continues (L), on peut écrire 
G(X, =) = 9(X) p(&) N(X, 3), 


où pet) ne s'annulent nulle part et ont leurs dérivées d’ordre q conti- 
nues (L), et où N(X, €) peut étre dérivé jusqu'à 2q+ 1 fois, dont 
g +1 fois au plus par rapport aux coordonnées de chaque point. 


En effet, remarquons d’abord que G est positif ou nul dans tout l’es- 
pace, puisque autrement il devrait atteindre un minimum négatif, ce 
qui est absurde [| ceci suppose c < 0, mais la transformation employée 
ci-dessus(n° 4) étend le résultat au cas où c peut s’annuler]. La fonc- 


(ma) 
tion f G(X, A)dV,, où l’intégrale est étendue à tout l’espace, est 


donc positive; en outre elle est bornée ainsi que ses dérivées jusqu’a 
l'ordre g et que les coefficients de continuité (L) de ces dernières 
(n° 5) ()- 


Soit 
; q+! 
k ! 
(8) ane] aS tte 0 | 


de sorte que Q(o)= 0, Q (1)— 1, les dérivées jusqu’à l’ordre g+1 
ayant les racines zéro et un; de plus Q’ (2) est positif pour o <1< ret 
l'on a l'identité 
Q(t) + QUu—t)=1. 
Nous allons changer d’inconnue dans l'équation (1). R étant un 
nombre positif assez grand, nous poserons, pour L(O, X)<R, 


(m) 


u— À? G(X, A) dV,; 
pour R <L(0, X)<2R, nous poserons 


(mn) 
u=2eQ[a— 9] G(X, ayavie 0 Q[ ASO |; 


enfin pour L(O, X)>2R, u—+v. Les coefficients de l'équation en v 


(*) Voir aussi B, § I, théor. 5 à 8, p. 146 et 147. 
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satisfont aux mêmes hypothèses que ceux de l’équation en u, car c qui 
seul peut faire difficulté sera sûrement négatif dans tout l’espace si R 
est assez grand; en particulier, pour L(O, X)<R, c— — 1. Nous 
voyons en outre que si R est assez grand pour que l'équation (1) se 
réduise à 


dès que L(O, X) >R, le coefficient analogue à c pour l’équation en ¢ 
a ses dérivées d’ordre g— 1 continues (L). Donc la solution élémen- 
taire de cette équation peut être dérivée jusqu’à 2g + 1 fois (n° 5) dont 
q + 1 fois au plus par rapport aux coordonnées de X et q fois au plus 
par rapport à celles de =. Soit N,(X,=) cette solution élémentaire ; 


on a 
G(X, =) =9(X)N,(X, =), 


où 9 (X) a ses dérivées d’ordre g continues (L) et ne s’annule nulle 
part. ; À 
Mais on peut échanger les rôles de X et de = et prouver ainsi que 


G(X, E) = 4(E) N,(X, =). 


d (Æ) ne s’annulant nulle part et ayant ses dérivées d’ordre g conti- 
nues (L), et N, étant de la même nature que N, après échange des deux 
points, car les coefficients de l’adjointe satisfont aux mêmes hypo- 
thèses que ceux de #, sauf pour le signe dec, ce qui n'importe pas. 


Donc si 
N,(X,=)=(=) N(X. &), 


la fonction N jouit des propriétés énoncées. 
On voit aisément ce qui arrive si les hypothèses ne sont remplies 


que dans une région de l'espace. : 


Jaz. 


8. Si les dérivées d’ordre qg2 x des a,,3 et des b, —Xz da 


q — 1 de csont continues (L), G(X, =) peut étre dérivé jusqu'à 2q + 1 fois 
dont q +1 fois au plus par rapport aux coordonnées de chaque point. 


, et d ordre 


En effet les hypothèses du n° 5 sont satisfaites pour l'équation 
donnée et pour son adjointe. 
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9. Nous pouvons remarquer que l'équation ; 
Ô du — 
(9) Doody (esgn)+eu— 


est identique à son adjointe. Si donc les hypothèses relatives à l’exis- 
tence de G(X, =) sont remplies, cette fonction est symétrique. 


40. Ce qui précède nous permet d'élargir les hypothèses faites dans 
la solution générale du problème de Dirichlet pour les équations 
linéaires ('): il suffit que c et les dérivées des fonctions az,g et 6, — Xs 


a | ite 
= 8 soient continus (L) dans un domaine contenant @ +S à son inté- 
8 


rieur, et que les coordonnées des points de'S soient des fonctions de m— 1 
paramètres dont les dérivées sont continues (L) et dont les déterminants 
fonctionnels ne s'annulent pas ensemble. 

En effet ces conditions suffisent pour que nous puissions introduire 
l’adjointe ; il nous suffit donc de voir qu’elles suffisent aussi pour que 
nous puissions prolonger les coefficients @, 3, 6., c dans tout l’espace, 
de façon à remplir toutes les conditions. 

Pour le voir, nous reprenons le polynome Q(¢) qui nous a déjà servi 
[n° 7, relation (8)]. D'autre part nous introduisons m fonctions c, (s,, 
Soy +++) 8m) (4 = 1,2, ...,m) des paramètres des points de 3, les 
dérivées de ces fonctions étant continues (L); ces fonctions doivent — 
satisfaire à l'identité Lc; == 1 et de plus, en désignant par o, (a = 1, 
2, ..., m)les cosinus directeurs de la normale à 8, Ê&w,c, ne doit 
s’annuler nulle part sur S; ces fonctions c, existent (?). Désignant 
alors par s, un nouveau paramètre, nul sur S, lié à æ,, æ,, ...,æ, 
par les équations 


La Ja(si S95 =< Sm=1) t= Sin Cg, (S$); Says aes Sn +) 


CAT nv): 


et positif hors de @ (ceci a lieu en changeant au besoin les signes des 
c,), nous nommons s,, un nombre tel que la transformation ci-dessus 
| Re eee nc; SE CU OR bu à 
(*) B, $ V, théor. 3 et 4, p. 208 à 230. 

(*) B, STII, généralisation du problème de Dirichlet, p. 165. 


- 
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entre (QE Seles $m) et (a, Za, ..., æn) soit biunivoque pour 
OS5mSs,,; de plus, s,, doit être assez petit pour que tous les coeffi- 
cients 4,,8, by, © satisfassent dans cette région aux hypothèses énon- 
cées. 

Soit alors 4 une fonction dont les dérivées soient continues (L) dans 
le domaine formé de @ et de cette région. Nous voulons la modifier 
dans cette région, sans altérer la continuité (L) des dérivées, et de 
façon que, pour s, = 5, la fonction se réduise à la constante d. et ses 
dérivées à zero. Il nous suffit pour cela de remplacer 4 dans cette 


région par 
HE) (a) 


le nombre q qui figure dans Q ayant la valeur de zéro. 

Si Ÿ est seulement continu (L), le même procédé permet de le pro- 
longer en respectant celte continuité (L); on peut même prendre 
q=—l. 

C'est ce procédé que nous appliquerons d’abord aux a,,3; nous ajou- 
terons ensuite aux valeurs: modifiées des a,, une même fonction 
Ms? (5, —5n) de façon que l'équation modifiée reste de type ellip- 


tique. Puis le mème procédé sera appliqué aux 0, — Lg ee chacun 
des b, étant modifié de ce qu'il faut pour. que le total ait la valeur 

voulue. Ensuite on choisit les fonctions 0, et c comme dans le travail 

cité. Les résultats subsistent donc dans nos nouvelles hypothèses. 


das. 


11. Si en particulier nous reprenons l'équation (9), les b, — £; un 


peuvent être pris nuls dans tout l’espace; on constate alors que les 
fonctions 0, peuvent être prises nulles si c£o dans tout l'extérieur 
de @, donc sur S. ; 
Que c soit ou non partout négatif ou nul sur S, si l’on est dans un 
cas où le problème de Dirichlét a une solution et une seule, la fonction 
de Green est symétrique, ce qui fournit la généralisation de résultats 
connus. Ainsi #/y a uneinfinité de valeurs du paramètre k, toutes réelles, 


pour lesquelles l'équation 


pe se (es. 3 oe ) AVE À 
ef 


CRT 
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admet une solution nulle sur S, non identiquement nulle dans 0. La 
démonstration consiste d’abord à vérifier que la théorie de Fredholm 
s'applique si l’on prend pour noyau la fonction de Green; cela n'offre 
aucune difficulté. Si F(X, =) est cette fonction de Green pour l'équa- 


tion (‘), 


. F(XE) sat , ; 
le noyau symétrique 7D(X)D(e) °s positif, D étant le déterminant 


des a,,g, car si 
u 


(mm) ft 
W(X) — If F(X, A) RES dvi 


u est nul sur S et satisfait al’équation 


0 du : 
: pme Ga 5 AU —0, 


ce qui n’est possible que si # > o. Ce noyau est défint, car si 


« AM) 
RS al eS 
vD(A) 


l'équation aux dérivées partielles prouve que u =o. Il suffit alors de 
considérer l’équation 


(mn) u ( * ) 


X)—kAf F(X, A)e(A dV,=o, 
u(X) fo FARA) CLA) ee dV a =o, 


pour achever la démonstration (?). 


(*) Cette fonction existe; voir B, deuxième application, p. 223. 

(*) Goursat. Cours d'Analyse mathém, 1. 3, 2° édition, Chap. XXXII. Pour 
deux et trois variables, M. Sanielevici, après M. Picard. a établi des cas par- 
ticuliers de cette proposition [Sur les équations différentielles des cordes et 
des membranes vibrantes (Ann. sc. Ec. Norm. sup., t. 26, 1909, p. 19 a gr) ]; 
voir aussi Picarp, Sur une équation aux dérivées partielles du second ordre, 
relative à une surface fermée, correspondant à un équilibre calorifique (même 
volume, p. 9 à 17). | 
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II. — Allure des dérivées de wu sur le contour, 
connaissant les valeurs de u sur le contour. 


1. En reprenant l’équation (1) ($ 1), nous avons d’abord le résultat 
suivant : 


St les dérivées secondes des coordonnées des points de 'S par rapport à 
$1 Sa ++. Sms SOnt continues (L) (les déterminants fonctionnels ne 
s’annulant pas simultanément) et si c et les dérivées des a, et des 


da ; 5 : 
b, — Xz a existent et sont continus (L) dans un domaine contenant 


® + S à son intérieur, si enfin les valeurs prises par u sur S ont par rap- 
port à 51, 52, ..., S5m—, des dérivées continues (L), toutes les dérivées de tu 
sont continues (L) dans M + 8. 


Ce théorème élargit les hypothèses d’un théorème démontré précé- 
demment (!). Il suffit, pour Pétablir, de considérer uw comme solution 
du problème de Dirichlet relatif à un domaine de mesure assez petite (?) 

‘et dont la frontière comprenne la partie considérée de S. La fonc- 
tion uw s exprime alors par la somme d’un potentiel de domaine attirant 
et d’un potentiel de double couche, formés l’un et l’autre au moyen 
d’une de nos fonctions G(X, =). Le potentiel de domaine attirant ne 
donne lieu à aucune difficulté. Le potentiel de double couche s’étudie 
comme dans le théorème dont nous élargissons ici l’hypothèse, en 
remarquant simplement que toutes les dérivations dont on a besoin 
sont possibles (SI, n° &). 

Si les dérivées des valeurs prises par u sur S étaient seulement sup- 
posées continues, on pourrait encore conclure que les dérivées 


. (x == lig res anit 1) sont continues dans O+S ite ie 
x 


2. Si les dérivées troisiémes des coordonnées des points de S sont con- 
tinues (L) (les déterminants fonctionnels ne s’annulant pas simultané- 


(‘) B, $ IV, théor.. 3, p. 189. 
(2) B, § V, 3° application, p. 225. 
CyB; SV, théor. 2, p. 181. 
Ann. Ec, Norm., (3), XLVII. — JuiLuer 1930. 
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ment), et si les dérivées secondes des az, et premières des b, et la fonc- 
tionc sont continues (L)dans un domaine contenant ® +S à son intérieur, 
si enfin les valeurs prises par u sur S ont des dérivées secondes continues 
(L), toutes les dérivées secondes de u sont continues (L) dans D+ 8. 


On se ramène-comme ci-dessus à l'étude d’un potentiel de double 
couche formé à l’aide de G(X, =). L'expression déjà vue (§ I, n° 7) 
de G permet de décomposer ce potentiel en deux autres, l’un de simple 
couche, l’autre de double couche, formés à l’aide de la fonction 
N(X, =). Le potentiel de double couche s’étudie alors comme dans le 
théorème que nous généralisons ici ('), et le potentiel de simple 
couche, dont la densité a ses dérivées continues (L), ne donne lieu à 
aucune difficulté. 


3. Si les dérivées secondes des a, 4, premières des b, et de c, sont 
continues (L) les solutions de l'équation (1) ($ 1) ont leurs dérivées 
troisièmes continues (L) dans tout domaine fermé intérieur à @ (§ I, 
n° 5). Cela permet de dériver par rapport aux x, et d'écrire 


5 du =-> 043.8 d'u Ob, Ou Oc 
sn) an CAE) ; dry OX Org Fa a Or, Ory, q dry # 


où le second membre est continu (L) si les valeurs données sur S ont 
des dérivées secondes continues (L). Nous pourrons donc prolonger 
le second membre hors de @ en respectant cette continuité (L). Si les 
valeurs données de w sur 8 ont leurs dérivées troisièmes continues (L), 
on en déduira que les dérivées troisièmes de u sont continues (L) dans 
+S: on le verra en déduisant de l'équation ci-dessus une expres- 


sion de (5 =) (lim), où 
Ou => Ou dry 
Os) iy k dr, Os, ‘ 
et en remarquant que les dérivées secondes des valeurs prises sur S 


Ou L 
par 5- sont continues (L). 
ds, 


(') BLS IV, théor. k, p. 189 
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Si les dérivées secondes des a, 5, des b, et de c sont continues (L), 
u a ses dérivées quatriémes continues (L) dans tout domaine fermé 
intérieur à @. Cela permet de dériver deux fois l'équation donnée. Si 
les dérivées quatrièmes des coordonnées des points de S et des valeurs 
prises par w sur S sont continues (L), on formera encore une équation 


O0 ; ; 
¥ | ~—- )= fonction continue (L), 
OS), Os) 


d’où l'on conclura que les dérivées quatriémes de w sont continues (L) 
dans M+ S. | 

Et ainsi de suite : si les dérivées d'ordre 924 des coordonnées des 
points de S et des valeurs prises par w sur S sont continues (L), et si 
les dérivées d’ordre g — 2 des a,:, des b, et dec par rapport aux r; 
sont continues (L), les dérivées d’ordre g de wu sont continues (L) 
dans O+ S. 


4. Tutortme. — Soit « (A) une fonction continue (L) d'exposant h 
et de coefficient M dans un domaine ®, de la multiplicité a, = 0. Soit 
G(X, A) une fonction définie et continue ainsi que ses dérivées par rap- 
port aux x, quand X et À sont différents, A appartenant à (M, et X se 
projetant sur x, == 0 en un point X, de (, et ayant sa coordonnée x,, 
positive et bornée; on suppose que, dans ces conditions, 


DOUX A) <= NIA EX, A) (1 —~h<orksi), 
OG 


O72) | 


AN PES NET AN). 


Alors la fonction 


m— i) 
Fa f for(i Ne) — (AT G(X, AV ds, 
®, 


est continue (L) d'exposant k+ h — 1 sk <1, d'exposant aussi peu 
inférieur ah qu'on veut st k=. 


Nous nommerons, dans cette démonstration, €? le domaine où peut 
varier X. Soit WO’ la partie commune à ( et à une hvpersphère de 
centre X et de rayon 2L(X, Y), Y étant un second point de ©; 
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soient @', la partie commune a "et à @,, et , le reste de @,. Ona 


(m—}) . 
[w(X,) — m(A)]G(X. A) dS, 
Pes 
-{ [w(Y,) — (A)]G(¥, A) dS, 
oO”  …. 
(m—t) 
ae [w(X,) — #(A)][G(X. A) — G(Y, A)] dS, 


’ 
a, 


(1) 
+ Lex) 60 fl G(Y, A) dS:. 
(oy 


Or,  — m étant négatif et L(X,, A) au plus égal à L(X, A), on peut 
écrire 
G(X, A) = O[L&"(X,, A)]. 
et l’on voit ainsi que chacune des intégrales étendues à (D est (') 


; MN LS 
O k+h—1 (3 > x 
Er (X | 


Dans @, on trouve 
|G(X, A)— G(Y, A)| </m 2m NL(X, Y)Lé-m—t(X, A), 
Nous avons à multiplier par ML"(X, A) et à intégrer dans la région 
BN de oes GNA Le 
où L, est supérieur à la borne supérieure de L(X, Y) quand X et Y 
varient dans D; si / +h< 2, on trouve ainsi 


; Li (X,Y | 


pour la première intégrale étendue à @). 
On peut aussi limiter cette intégrale par un autre procédé applicable 
même si / + h = 2. Cette intégrale est 


2 Ly kim : 
O quant, Y if med 4 ite oo 9 Cl | ; 


(") Pour les détails de cette démonstration, coir B, $1, théor. 1, p- 137 et sui- 
vantes. 
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Ou rs V4L?(X, Y) — 2° si cette quantité est réelle, et r = o dans le 
cas contraire. Si eee Y,), ce qui entraine r<z,, V3, nous écri- 
vons 
2L, k+-h—m—\ 
sf GE (pt 4e) 2 do 
: 
LES k+h—-m—\ 
= pal (PES (Gi at t?) F2 dt 
0) 


: a, 
, j—m nn 
EL es ths en? (1+ ¢?) DATE ik th+h—-3 dt 
0 = 


et nous remarquons que 
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um 2L, 2L, 
k+h—3 < Die aes a iden, 
i t dt log as log HEAR 


l'intégrale étendue à @’ est donc dans ce cas 


L 
kaAh-1( “0 
o| MNL OUT ee cal 


Si Zn < L(X, Y) et par suite r>L(X, Y)yv3, nous écrivons 
2L, aL, 


?Lo Eee 
be pi? ( 0? = £2 ) 2 do sf ope do < ph+h—2 log 
2L, 
3 )k+h—2 LL (X, Y) log ———* — 
< (13) UE YE 


l'intégrale étendue a, est donc encore 


| L 
i oT kth +o 
o| MxLer (X, Vy log py ix: 


Enfin nous avons pour le dernier terme la limitation 
of ber '(X, ¥)] SIRET, 
I — 


SAME 


L 
IT A PRES EE EU 
o| MN (X, Y) log xh | 
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Finalement - 


7 L +h—1 : 
| (ol = +) (X, ue] ES 
F(X) — F(Y)= 


MN |, L, | LR 
fes LA(X, Y) log ox Lan | | (le. 
ce qui démontre le théorème. 


5. Pour appliquer ce théorème, prenons une fonction u, satis- 
faisant dans le domaine borné ouvert @ à l'équation (1)(§ 1) et prenant 
sur S des valeurs continues (L). Si S et les coefficients de l'équation 

remplissent des conditions de régularité que nous allons préciser, et si 
sn est le HRTÈUE déjà introduit (§ I, n° 10), on va prouver que les 
dérivées, jusqu’à l’ordre p de s,u, où p est un entier arbitraire, sont 
continues (L) dans le domaine s,,<s, <0, s,, étant une constante assez 
voisine de zéro pour que, dans ce domaine, s,, existe et ait ses dérivées 
jusqu’à l’ordre p, par rapport à æ,,æ:,..., æ,,, continues (L) : cela 
suppose que les fonctions x, — f;(s:,5:,...,5n) par lesquelles 
s’expriment les coordonnées des points de S. ont toutes leurs dérivées 
Jusqu'à l’ordre p continues (L). 

Nous considérons uv comme solution d’un problème de Dirichlet 
dans le domaine limité par les multiplicités s,, —0, s,—5$!,, et nous 
prenons s,, assez voisin de zéro pour qu’on puisse, sans diminuer la 
généralité, supposer c << o dans ce domaine ('). Alors uw s'exprime par 
un potentiel de double conche. 

. Tant que X reste hors des multiplicités attirantes, ce potentiel se 
dérive sans difficulté ($1, n° 9), pourvu que les dérivées d’ ordre p des 


; Oa ; : 
a,,s et des b, — Xs nr *, et d'ordre p— 1 de c soient continues (L). On 


peut considérer les dérivations comme appliquées au noyau 


2 G{X, À) 
Mails Ua. \)o,( \) 7 das Sr) 


qui est O[L/"""(X, A)] et chaque dérivation diminue l’ordre d’une 
unité. Après / dérivations (4 <p), le noyau sera donc O[L#1-"-"(X, A]; 


CO) BLS \. 3° application, p. 223. 
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si nous remplacons la densité (A) par o(A) — oX,), nous pourrons 
appliquer le théorème précédent (une dérivation de plus par rapport 
aux x, étant possible); et si nous remplacons o(A) par o(X,), c’est 
comme si nous avions dérivé un potentiel de densité constante : les 
P dérivations donnent des résultats continus (L) dans @ +5. 

Toutes ces dérivées sont donc bien continues (L); comme toutes, 


, OP ; 
excepté jap? Ont une puissance de s,, en facteur, toutes, sauf cette der- 


m 


niére, s’annulent sur S; cette dernière prend sur $ la valeur plu. 

Si l’on suppose que les dérivées d’ordre q des valeurs prises par u 
sur $ sont continues (L)(g£p), on trouve de même que les dérivées 
sp, ‘u jusqu’à l’ordre p sont continues (L) dans © + 8; mais les hypo- 
thèses doivent être complétées de façon à assurer la continuité (L) des 
dérivées de jusqu’à l’ordre q, c’est-à-dire que, si g <3, les dérivées 
d'ordre g + 1 des f, doivent être continues (L) (n° 1 et 2). 


6. Soit 9 une fonction dont les dérivées jusqu’à l’ordre p sont con- 
tinues (L) dans @ +S. Ce qui précède donne le moyen de construire 
une définition de + hors de @, de façon que les dérivées jusqu'à 
l’ordre p soient continues (L) dans le domaine total, pourvu que les 
dérivées d’ordre p (d'ordre p + 1 si p<3)des coordonnées des points 
de S soient continues (L). 

Il nous suffit pour cela de montrer qu'on peut construire cette 
fonction 9 dans le domaine o£s,£s,. Sur s,—=5,, nous nous don- 
nerons, par exemple, une valeur constante pour +, et la valeur o pour 
ses dérivées jusqu’à l’ordre p. 

Nous prendrons pour ¢ l'expression 


ie k k 
Sm Sm € 
QE = Vo + 7! TA Ph: 
Le om 


k=1 


les fonctions 9, et 9, se trouvant comme on va dire. Considérons 
l'équation 


nt 
2 u 
— — SU —=O. 
2 5 
dx 
a —1 


9, sera la solution de cette équation qui prend les valeurs données sur 
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Sm = 0 et sur s,, = 5, : les dérivées jusqu’à l'ordre P de ces valeurs 
étant continues (L), ‘toutes les dérivées de Po LE ss ‘à l’ordre p sont 
continues (L). 


9, sera la Bsa de la méme équation prenant sur les frontiéres 


= Po) 


les valeurs de 2%), en les changeant de signe sur s,, = s,, : toutes 


m 


les dérivées jusqu’à l’ordre p du terme en 9, sont continues (L). 

Et ainsi de suite : 9, est solution de la même équation et prend sur S 
la valeur de la dérivée d'ordre #, par rapport à s,, de la différence 
entre ? et les & termes déjà obtenus dans le développement; sur 
Sn=$,» les valeurs de la même expression doivent être multipliées 


paras Ve ri 


7. Supposons que les dérivées des expressions paramétriques des 
coordonnées des points de S soient continues (L) d’exposant #, et que 
les valeurs prises sur S par une solution wu de l’équation 


du 
2 
gars 


— Su —=O 


soient continues (L) d’exposant À > 1 — &. Alors u est dans O+S 
continu (L) d’exposant + # — 1 sik<1, d’exposant aussi peu infé- 
rieur à À qu'on veut si # — 1. Cela résulte immédiatement du n° 4 
en remarquant que, d’après la formule de Green, le potentiel de double 
couche de densité constante est dérivable. 


8. Soient maintenant s,, s., ...,s, les paramètres déjà introduits. 
du. Rs 
Le produit s,, aa où h+k> 1 est continu (L) d’exposant h+k—1 


sik <1, d’exposant aussi peu inférieur à À qu’on veut si é = 1. C’est 
toujours la méme démonstration. 


IIT. — Propriétés des équations générales du type elliptique. 


1. Atitre de lemme, nous commençons par le théorème suivant : 


TuéORÈME. — Sort @ un domaine borné ouvert; on suppose que les coor- 
données des points de sa frontière S s'expriment par des fonctions de 
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m—1 paramètres dont les dérivées d'ordre p> sont continues (L) 
d'exposant h et dont les déterminants fonctionnels ne s’annulent pas 
simultanément. Soit u une fonction continue ou continue (L) d'exposant h 
dans ® +-S et dont certaines dérivées, d'ordre au plus égal à p, existent 
et sont continues ou continues (L) d’exposant h dans ® +S. Soit k un 
nombre quelconque tel que o <k <h. On peut trouver un polynome P tel 
que P —u et celles de ses dérivées d'ordre au plus égal à p qui sont con- 
tinues aient leurs valeurs absolues inférieures à un nombre positif donné 
quelconque €, et que les coefficients de continuité (L) pour l'exposant k 
de celles de ces fonctions qui, d'après les hypothèses, sont continues (L), 
sotent inférieurs à €. 


Nous allons voir d’abord qu’on peut trouver une fonction ¢(X) pos- 
sédant dans tout l’espace les mêmes dérivées continues ou continues 
(L) que u dans ® +5, et telle que, dans O+ 5, v — u et celles de 
ses dérivées, d’ordre au plus égal à p, qui sont continues, soient infé- 
rieures en valeur absolue à €, et que celles de ces fonctions qui sont 
continues (L) admettent, pour l’exposant #, un coefficient au plus 
égal à <. En outre, nous ferons en sorte que 132 soit nul dès que X 
sera assez loin de O. 


Soient 


La fa(Sis $2, +++) Sm—1) (= 1 By es OO) 


les expressions paramétriques des points de S. Reprenons le paramètre 
5, qui nous a déjà servi plusieurs fois. Soit|s,| <a la région où la 
correspondance entre les x, et les s, est biunivoque(s,, > hors de®). 
Soit £,, une fonction de s,, définie par l’équation 


: ob Sn p+1 b 
In ta | FE ) (o<b <a, | Sm | LA), 


où b est une constante, £, est une fonction croissante de s,, dont les 

dérivées jusqu’à l’ordre p + 1 sont continues; pours, =— a,t,, = — 4, 

la dérivée de £,, est égale à un, et les dérivées suivantes, jusqu'à l’ordre p, 

sont nulles; t,, s’annule pour une valeur c de s,, comprise entre o et a. 

Soient w’ et #’ ce que deviennent la fonction donnée wu et Ia fonction 

cherchée ¢ quand on les exprime à l’aide de 5,, 52, ...,s,. Dans la 
Ann. Ec. Norm., (3), XLVI. — Juixer 1930. ; 28 


{ 
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région — a < 5, <0, nous prendrons 


p'(s:; Spy se. Sn) Ts; Sa ++. Sm—iy Un); 


dans le reste de @, =u. Nous dirons dans un instant comment nous 
_définissons ¢ hors de @. Vérifions immédiatement que ¢ possède 
dans @ les propriétés imposées si b est assez petit. Il est tout d’abord 
évident que ¢ a les mêmes dérivées continues d’ordre <p que , et que, 
pour 6 — u, ces dérivées sont inférieures à ¢ en valeur absolue si b est 
assez petit. Il est évident aussi que, b tendant vers zéro, les coefficients 
de continuité (L), pour l’exposant k, de celles de ces fonctions qui 
sont continues (L), sont bornés. Soient u* et * deux dérivées con- 
tinues (L) correspondantes, d’ordre <p. On a 


| u*(X) — o*(X) — u*(Y) + (Y)| <2MLA(X, Y), 
M étant indépendant de 6. Mais, si n est un nombre positif donné, et 
si b est assez petit, |w* — o*| est inférieur à n et par suite 


| w*(X) — o*(X) — u*(Y) + 0*(Y)|<2n. 


Elevons la première limitation à la puissance >; la deuxième à la puis- 
h—k 


7? et faisons le produit : 


sance 


h—k kK 


| u*(X) — o*(X) — u*(Y) + 0*(Y) | <an * MÂLA(X, Y); 


le second membre est moindre que eL' si 7, ou 6, est assez petit, ce 
qu'il fallait démontrer. 
Hors de @, dans la région o 5, << ec, nous prendrons 


- s 
ieee a ' es Sm hee 
Vv (Sr Sos eee Su — a: — ut) u (Si, So; ….. Sm—1) Bae 
e 


Q étant le polynome déjà défini ($T, n° 7, égalité (8)], avec qg = p—1. 
Dans le reste de l’espace  — o. La fonction ¢ jouit ainsi de toutes les 
propriétés voulues. 

II suffit done de démontrer le théorème pour une fonction telle que «, 


h--k 
2 


car dans la définition de 6 on peut remplacer & et ¢ par et =, et 
2 


faire dans la suite des changements analogues. 
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Supposons donc que la fonction w et certaines de ses dérivées jus- 
qu’à l’ordre p soient, dans tout l’espace, les unes continues, les autres 
continues (L) d’exposant A, et que wu soit nul dès que X est assez loin 
de O. Nous pouvons trouver un domaine contenant , défini par des 
inégalités. 

Ta le Lg PR T2: Ave), 


dont la frontière soit tout entière dans la région où uw est nul. En 


2 "4 


2 SH Emme << , 2 
changeant x, en x, + ee Co ta iQ = 1,2, ...,m), nous nous 


ramenons au cas où ce domaine est défini par 


O<Le<2T (HR NT). 


Nous formons alors les sommes de Féjer 


> (mm) ws Sa 
DR) Gnry ff HOME. a) | eee ew ar Mn) 
a— Va 


les intégrales étant étendues à notre domaine. Si nest assez grand, u et 
celles de ses dérivées d’ordre <p qui sont continues sont représentés 
par cette intégrale et ses dérivées correspondantes avec un écart infé- 
rieur à ¢ dans notre domaine. Pour montrer la propriété relative à la 
continuité (L), des intégrations par parties permettent de se borner 
au cas où u est continu (L) d’exposant À. On a alors 
a (me) RES sa 
SAR) (nny f Cs a OY TE = 2:n)] | re dau Ta eR Ne 
5 CT 
le domaine d’intégration étant — =: 34 LT — <2 (0 art Se) 
ou simplement o <3,<7, en modifiant la définition de uw hors du 
domaine d’intégration, de facon que u admette pour chaque variable 
la période 27. 
Avec cette convention, ona 


(et) 
a i — wX)= (any f Lu (ri + ERREUR ME re D). SANT Ly gaits 5 Xm) | 


wa 


sin? (7254 ) 
x] i peice |G SR 
* SIN” sx 


+5 
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l'intégrale étant étendue au domaineo <3,<r(a—=1,2,...,m). Si 
l’on introduit un second point X’, la variation de S,— u sera une inté- 
grale analogue, sous laquelle le premier facteur est remplacé par 


(a+ 254; lin 38h) 


a LA C7 au 2%: css Lm 25m) —U( 24, ie Sa dr: Kin) + U( Ly, ces Tm)e 


La valeur absolue de ce premier facteur est moindre que 2ML"(X, X’), 
M étant le coefficient de continuité (L) de u; la variation de S, — u est 
donc aussi inférieure à 2ML"(X, X’). Mais le premier facteur a aussi la 
limitation ee 

atthM(s?-+...+53,)%, 


d'où, pour l'intégrale, la limitation arbitraire 7, si nr est assez grand. 
Un raisonnement employé il ya un instant montre qu'alors la variation 
de S, — u, si n est assez grand, est moindre que £L'(X, X’), ce que 
nous voulions démontrer. 

S, n’est pas un polynome, mais une fonction entière. Le théorème 
est donc évidemment vrai pour S, dans n'importe quel domaine. Il 
l’est donc aussi pour toutes les fonctions u considérées. 


2. Sout E(u, v) une fonction composée de certaines variables (x,,...,æ,) 
par Vintermédtaire des fonctions u, + dont le nombre est quelconque. On 
suppose que u, 9, u +0u, 6 + 0e sont continus (L) d’exposant h et de 
coefficient M. On suppose que Gu et àe sont continus (L) d’exposant h et 
de coefficient n et que |èu | et |è| sont inférieurs à x. Enfin on suppose 
que, par rapport à u et à 6, Fa des dérivées continues (L) d’exposant k 
et de coefficient N et de valeurs absolues inférieures à N. Alors, par rap- 
port à X, 

Fu + du, 6 + de) — Fu. 6) 


est continu (L) d’exposant kh et de coefficient infiniment petit avec . 


Donnons à X un déplacement AX de longueur /; nous désignerons 
par le symbole A les accroissements correspondants des fonctions que 
nous considérons. Nous regarderons cu, 2¢ comme des différentielles 
des variables indépendantes u et ¢ et Acu, Aîe comme les différen- 
ticlles © Au, Av de Au, Av. Nous avons, en appliquant le théoréme des 
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accroissements finis 4 une fonction de u, +, Au, Ay, 


ALF (u + du, 6 + dr) — F(u, 0) ] = Ad F(u + 9 du, y+ 4dr) 
(ON <1); 
ou 
AL F(u + du, 6 + de) — F(u, ¢)] 
= Adu Flu + Au+ 9 (uw + Au), ¢ + Av +98(¢ + Av)] 
+ du} Fi[ a + Au + 96(u+ Au), v + Av +49 0(v + Av) ] 
à — Fifu+ 9 du, ET et a 


les points tenant la place des termes obtenus par échange des roles 
de u et de «. Sip est le nombre des fonctions wu, +, ..., on voit que 


| ALF (a + du, » + 6) — F(a, »)]| <pnNä+ pnN(ypatt}, 
ce qui démontre la proposition. 


3. Avec les mêmes hypothèses, 


Fu + du, ¢ + ds) — Fu, ¢) —d F(a, 6) 


est continu (L) d’exposant akh et de coefficient O[y'*\'~“"], a étant une 
constante quelconque de l'intervalle o <a <1.. : 
En effet, 
A[F (a + du, e + de) — Fu, s)— dF(u, r)] 
= AOF (u +9 ou, p +0 dr) —dF(u, e)]. 


On vient de voir que si L est une limite supérieure de /, 
AO F(u+3ôu. e +900); <pn N[Li-#4 LE (pan) |, 
et l’on a la même limitation pour AcF(u, «). Mais, d’autre part, 
0 F(u + 90u, 6+ 900) —OF)u, r)| <pn N(\ pa, 


et de mème si l’on donne à X le déplacement AX. On en déduit 


MAT F(a + du. + 06) — F(a, 6) — dF(us 6) ] 
<2pn N[ Lek hk (\ pay VG pan)" K jakh. 


ce qu'il fallait démontrer. 
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4, Si F(u,s) est, par rapport à u et à ° continu (L) de coefficient N 
et d’exposant k, st, de plus, 


| Au! < f(b). |A(uw+ du)|<f(l). |du|<n, 


et de méme pour + (le nombre des variables u, +, ... étant P), nous 
écrirons < | 

|A[ F(a + du. » + dv) — Fu, P)]] < 2 N[ Vp for, 

| A[F(u + du, ¢ + 06) — Fu, p)]|< 2 N(ypn}). 


d'où, #0<a<1, 
LALF (+ du» + de) — F(u, o)]|< 2 N(Vpni=t) fx (0). 
En particulier, si fl) = Ml", on aura | 
J ALF (u + du, » + dv) — Fu, ¢)] |< 2N(M*y put)? let, 


Si, notamment, F a des dérivées bornées relatives à & et à +, on peut 
faire # — 1 et conclure que, par rapport à X, F a un exposant de con- 
tinuité (L) aussi peu inférieur à / qu’on veut, ce qui ne résultait pas 
du n° 2, où les hypotheses étaient plus restreintes ; mais ici, l’exposant 
de 7 est 1 — a, au lieu qu'au n° 2 il était égal à un. 


9. Soit (') 
ù à d'u du 
F(u)=E (Pas; pas 4j La) = 0 (p24= ——) Pa x) 


OX, rs xs 
une équation, linéaire ou non, aux dérivées partielles du second ordre. 
Considérons un domaine borné ouvert ® et une solution u de l'équation 
dans ce domaine. On suppose : 1° que les systèmes de variables Pods Pas 
u, X, appartiennent à un domaine borné ouvert € dans lequel les dérivées 
m* + 5m + 2 


de F par rapport aux variables jusqu'à l’ordre g > 2 existent 


et sont continues (L); 2° que l'équation est de type elliptique dans €; 
3° que les dérivèes secondes de u existent et sont continues (L) dans @. 
Alors les dérivées de u jusqu'à l’ordre q + 2 existent et sont continues (L) 
dans tout domaine fermé intérieur à ®. 


(1) Notation introduite dans A, Chap. Ill, p. 100, et dans B, §. VI, pi23%. 


SUR LES EQUATIONS DE TYPE ELLIPTIQUE. | 223 


D'après des résultats antérieurs ('), il suffit d’établir que wa des 
dérivées troisièmes continues en tout point de @. 

Pour y parvenir, nous ferons d’abord subir à F certaines transfor- 
mations, puis nous emploierons, pour reproduire u, un mode d’ap- 
proximations successives. 

Plaçons l’origine O des coordonnées en un point de @ où nous vou- 
lons prouver l'existence et la continuité des dérivées troisièmes. 


Posons | 
: OF OF 
(Ba), ee FR 


Dim 


(Cyl ay == igh ge 
C5 —— A ees op Opa.3 


Nous pouvons faire en sorte que, dans une hypersphère de centre O et 


de rayon assez petit, on ait a,,,c < 0. En effet, s’il n’en est pas ainsi 
de prime abord, soit u — ww, w étant la nouvelle inconnue et ¢ une 


fonction 4 déterminer; F devient une fonction des x,, de w et de ses 


RE . tele - is Ow 
dérivées premières et secondes; la dérivée de F par rapport &—; 
Ox? 


est a,,,¢, et la dérivée par rapport à æ est 


pr Se 
TA PO - cP, 
2,3 «3 Ory dx PR Ur 


les a,,8, b,, c étant calculés pour w; la question est donc la même que 
pour une équation linéaire (7), d’où résulte notre assertion. Dans la 
suite de cette démonstration, nous admettrons donc que, dans une 
hypersphère de centre O et de rayon assez petit, on a 


(2) Gia 0. c<o. 
Maintenant nous faisons subir aux x, une transformation linéaire et 

homogène telle que l’on ait en O 

(3) CEUX Ax,3— 0 DDRM TAN Bey Sy M); 

on constate que le calcul est encore le même que pour les équations 


linéaires et qu’il ne détruit pas le résultat obtenu en premier lieu. 
Dans un changement d’inconnue u — + + P où Pest une fonction 


Al 


1) C, théor. VI, p. 385, en tenant compte de la Note. 
B 


, § V, théor. 3, troisième application, page 223. 


(@) 
(34) 


15% 
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déterminée, les a,,3, b, et ¢ ne changent pas. Nous a PRRs TORS pour P 
un polynome tel que, si 
Q(2) = 2x3 (10 — 152 + 6x*°) 


{eas particulier du polynome défini § I, n°7, égalité (8)], et si l'on 
fait correspondre à la fonction u considérée la fonction 


eQ[2- | + P, [R<L(O.X)<2R], 


cette dernière fonction et ses dérivées premières et secondes et X for- 
ment un élément du champ €; R est une constante assez petite pour 
que les conditions (2) soient remplies pour L(O, X)S2R. Ce poly- 
nome P existe (n° 1); si l’on diminue R, P doit changer. 

Nous définissons maintenant de la façon suivante une nouvelle opé- 
ration &, 


Pour L(O, X)<R, 
à F,(v) =F(e +P); 


Pour R<<L(O, X)< 2R, 


F,(e)=Q|2 ns F(v+P) 


“L(O.X) pales 
ieee = 
AY | R | (S 5 TE )+ +9 


2 étant une fonction de X qui sera déterminée dans un instant; 
Pour L(O, X)22R, 


p 
F Le 2 ss — ==: 
dx'i Re 


La fonction 9 est telle que, ¢ correspondant a la solution donnée, 
dont les dérivées secondes sont continues (L), #, s’annule si l’on 
remplace», pourR <L(O, X)< 2K par Q| 2 — | , 

Si l’on prend ¢ =o pour L(O,X)<R et pour L(O, X)22R, et si la 
fonction F, correspond à #, comme F à #, la fonction F, — o admet, 
par rapport aux 2 "(2° + 5m + 2) arguments, des dérivées secondes 
continues (L). La fonction 9(X) est continue (L) dans tout l’espace. 

Si» correspond à la solution donnée de  —o, et si V— + pour 


var DE Loue? 
FN? . 
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L(O, X)<R, V=0Q| 2 = = | pour R<L(0,X)<2R, V=o 


pour L(O, X)22R, on a dans tout l’espace #,(V)— o, et les dérivées 
secondes de V sont continues (L) dans tout l’espace. 

Posons maintenant x, = Ry,. Si l’on calcule les nouvelles valeurs 
des a,,8, 6,, c pour l'équation R?F, =o, ils deviennent 4,3, Rb,, R?c. 
En changeant la notation, nous nommerons de nouveau 2, ces 
variables y, et u la fonction inconnue de ces variables; R?F, et R°S, 
seront notés F et #. L'équation F = 0 a la solution particulière V, que 
nous appellerons maintenant U; U est nul pour L(0, X)2>2, et ses 
dérivées secondes sont continues (L) dans tout l’espace. 

Les a,,, sont égaux à un et les autres a,,3 à zéro en O et pour 
L(O, X)22; si R est assez petit, leur oscillation dans tout l’espace est 
aussi petite qu’on veut. 

Les 6, sont nuls pour L(O, X)>2 et partout aussi petits qu’on veut 
en valeur absolue si R est assez petit. 

Enfin, c=—1 pour L(O, X)>2, et si R est assez petit, c est aussi 
voisin qu’on veut de zéro pour L(O, X)<1 et de —Q[L(0,X)—1] 
pour 1 L(O, X)< 2. 


Soit maintenant A(X) un polynome tel que les valeurs absolues de 


hos LUO X) PU 


et de ses dérivées premières et secondes, ainsi que le coefficient de 


continuité (L) de ces dernières, pour un exposant #, inférieur à celui 


qu’admettent les dérivées secondes de U, soient inférieurs 4 un 
nombre 7 >o choisi quelconque. La fonction w,, définie par les 


relations | 
Do JO XP AL" EL (O, X) = 3), 


Up fL(O.X) 2 3], 


a ses dérivées secondes continues (L) dans tout l’espace avec l’expo- 
sant #,, et les valeurs absolues de U — u, et de ses dérivées premières 
et secondes, ainsi que le coefficient de continuité (L) de ces dernières 
pour l’exposant #, sont dans tout l'espace aussi petits qu’on veut sir 
a été pris assez petit. a | 

u, est le point de départ d’une suite d’approximations successives 
destinées à reproduire U. D'une facon générale, ayant u,(m20), on 
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calcule les coefficients as,3, bans Cn Correspondants, c’est-à-dire ce 
que deviennent les a,,g, b,, c quand on y remplace w par u,. On 
cherche alors une fonction h, telle que 


D oh D Oh, sat 
4 Gun = + ns et fF F (un), 
(4) 2.8 Ax.3.n OX», 0x Da Ox (a t (u ) 


h, et toutes ses dérivées devant s’annuler à l'infini; enfin, on pose 
(5) Unig Unt ln; 


et ainsi de suite. 

Nous allons établir que, si R et n ont été pris assez petits : 1° tous 
les h, existent; 2° les approximations convergent; 3° leur limite wu, est 
égale à U; 4° u, a ses dérivées troisièmes continues dans une certaine 
hypersphère de centre O. 

Tant que U — u, et ses dérivées premières et secondes restent assez 
voisins de zéro, c, est négatif dans tout l’espace. De plus, si R est assez 
petit, c, diffère aussi peu qu’on veut d’une fonction c’(X) égale à zéro 
pour L(O,X)<1, a —Q[L(O, X) —1] pour 1 L(O, X) <2, à —1 
pour L(O, X)2 2. Considérons l’équation 


(6) D DE + e(X)e— 0; 
Less: ? 


soit G(X, =) sa solution élémentaire nulle à l'infini (§ I, n° 4). Nous 
pouvons nous servir de G pour remplacer la puissance d’un polynome 
qui-intervient dans la méthode de E. E. Levi. Nous procéderons ainsi 
qu'il suit. 

Soit = un point quelconque. Décomposons en carrés la forme qua- 
dratique de variables p,, 


x Aa 3n(=)PaP3: 
«.8 


en procédant de façon que p, ne figure pas dans les carrés de rang 
supérieur à «(x —1,2,...,m); c'est possible d’une façon et d’une 
seule, car la forme est définie positive. Soit 


& 2 
SH D) (gag=0 sia>fB), 
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cette décomposition ; nous choisissons les signes de façon que les go 
soient positifs, et par suite très voisins de un si R est assez petit; les 
autres g,,8 seront alors très voisins de zéro. Nous exécutons main- 
tenant sur les x, le changement 


Pa D, Base — 3) + ba, 


et nous remplaçons dans G chaque x, par la fonction x, de x,, 
La, ..+,XLm; NOUS obtenons ainsi une fonction H(X, =). Si nous posons 
alors 


eee en ®H OH 
: K(X, =) — a, = ota 
(7) ( , ) 24 Ax, 8.n OX dre + D ban Bey a CnH, 


ona K=O[L*""(X, =)], &, étant l’exposant de continuité (L) des 
dérivées secondes de u,, car ona 


7. | : oH 
8 =)= es Ch eae 
(8) K(X, =) DRAC ROUE -e 


, OH s Fe 
+2, ban) + [en(X) — c'(E)JH, 


la quantité ajoutée étant nulle. Or, les a, 4 ayant des dérivées con- 
tinues par rapport aux æ,, U, Pa,8 Pas ON à 


Ax,8,.n(X) — a,8.n(E) = O[L"(X, E)], 


ce qui démontre la limitation de K. 

De plus, si no, la constante impliquée dans le symbole Q est 
aussi petite qu’on veut, pourvu que R et n aient été pris assez petits; 
on le voit en changeant R et en remplaçant les x,, u, pe, Px,s par leurs 
nouvelles valeurs; on trouve 


Ga, B;o(X) — Are, (D) == O[RéL#(X, =)], 


la constante impliquée dans le nouveau symbole étant indépendante 
de R. On aurait un résultat analogue pour c,(X)—c'(=) qui vaut 
O[R? + RL(X, =)]. Enfin, les b,,. sont O(R). On a donc bien, tant que 
L(X, =) est borné, 

Lr’ X, EB) K(X, 3) = O(R*). 


En outre, la fonction K est identiquement nulle si l’on a a la fois 
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L(O, X) > 2 et L(O, 2) > 2. En s'appuyant sur ce qui vient d’étre dit 
et sur la limitation de la fonction G, de laquelle se déduit celle de H, 
on trouve que à 


( O[L4—"(X, E)] si L(O, X) <3, L(O, 2) <3, 


is ay eee O[Y)X, 2)] si L(O, X)>3 ou si L(O, Z)>3; 


on a posé | = Bo 
v(X, =) — e—slL(0,X)+ 10, ai], 


g étant constant tant que les approximations ne s’éloignent pas trop 
de U; pourn = 0, les constantes impliquées dans les deux symboles O 
sont aussi petites qu’on veut si R et 7 sont assez petits. 
En nommant D le déterminant des a, 4,, nous poserons 
(A) 


: > » ani : o, 
ig} he(X)=—2 f (x, AL av, 
; y D(A) 


l'intégrale étant étendue à tout l’espace; la nouvelle inconnue o,(A) 
devra être calculée par l’équation 


2(Mt) 


ee = 7 n A - 
(10) on(X) — à f K(X, Aj PO) ve suasitony 
. /D( A’) 
\ 
Comme dans des cas analogues déjà vus, la théorie de Fredholm 
s'applique. : 
Soit 4 l’exposant de continuité (L) des dérivées secondes de F. 
Supposons que, Jusqu'à n= p—t1, on ait 


(11) k= Pha ® 
Ub Mn 


k, = "Ci w)hy 
Oy dt mn EU ue) ke 


(R<1); 


il est évidemment inutile de considérer le cas où u = 1; nous suppo- 
serons que y — à ', a étant un entier au moins égal a deux. 

Soit M,e*"°* une limite supérieure des valeurs absolues de h, et 
de ses dérivées premières et secondes, M, étant aussi une limite supé- 
rieure du cocfficient de continuité (L) de ces dernières pour l’expo- 


Se ee 
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sant #,. Supposons que 
(12) M,= v=" (nSp—1), 


v étant une constante positive suffisamment petite ; l’hypothése est en 
particulier vérifiée si p—1, car elle se réduit à M, <v, ce qui est, car 
si n est assez petit, F(u,) et son coefficient de continuité (L) pour 
l’exposant &, sont aussi voisins de zéro qu’on veut (n° 2). 
_ On va voir que si R, n et v sont convenablement choisis (indé- 
pendants de »)l’expression de #, et la limitation de M, subsistent 
pour n — p. 

Soit 4, — 07"; wl suffit de nous placer dans le cas où b est entier. 
Alors 


CEA I 


RE] " 
DURE TNA EE es DORE ai er er a 


c’est-à-dire que #, est l'inverse d’un nombre entier compris entre 
ba" et (b+-1)a"(a22). . 

Pour résoudre |’équation de Fredholm en 9,, nous devons prendre 
le noyau itéré de rang #,', +1, qui est continu dans tout l’espace. De 
la limitation de M,, nous déduisons que, si L(O, X)< 3, L(0,2)< 3, 

p—1 


| K(X, =) | ea aay, ye" Lan (X, =). 


o, étant une constante. Si L(O, X)>3 ou si L(O,2)23, ona 
K(X, 2) = O[ p(X, =)]; 


en prenant R assez petit, la constante impliquée dans O sera inférieure 


à 5, y, ce qui permet d'écrire 
p—1 


| K(X, &)| pS "4 (X, &). 


= 


Soit, pour -un instant, G(X,Z) une fonction moindre en valeur 
absolue que oL/~-”"(X,=) pour L(O,X)<3, L(0,E)<5, et que 
eU(X, =) dans le cas contraire. Soit H(X, =) une fonction ayant les 
limitations obtenues en mettant # et o à la place de A et de ¢. On 
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trouve, en se reportant à des calculs déjà faits('), que le produit sym- 
bolique 


fax A) H(A, ©) dVq 
* pour L(O, X) < 3, L(O, 2) < 3, la limitation 
c.p0( 1+ i) (: + i) (: + a) x, =) (h+k<my), 
see(a) (+ 5) Srey ne 


I I I 7 
cer(1+3) (+3) (1+ epee) sai 


o, étant une certaine constante. Si L(O, X)23, ou si L(O, =)23,0na 


la limitation 
ses (: + i) (+ 5) ¥% =). 


Si l’on avait dans tout l’espace |K|< 54(X, =), on aurait pour le 
produit symbolique la limitation 


o.pa (1+ 7) MX, =). 


Ici K est une somme de p termes dont chacun a une limitation de ce 
type avec 
nieve" r=) oe 


On voit que la limitation de K’*"), où r= &',, est une somme de 


termes dont chacun a en facteur une puissance de v. Comme 


p r+i Nes 
(> ) STE En 


n=0 


ae ; + j)! 
on voit que v’*'*/ est obtenu d’au plus eae facons. Limitons donc 
ce terme en y'*'!*/, 
Le coefficient comprend d’abord le facteur 0° 0%*'. Ensuite, il y a le 


(*) B, § V, théor, 2, p. 197 à 199. 


“À 
© 
2 
a 
= 
4 

É. 


LÉ LL 
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produit de r + 1 facteurs 1 + — a :0na 
n 
> "—=r+i+y 


et, par suite, en tenant ele de la valeur de 4,, notre produit est 
moindre que 


(b+ PP ar<(b + ar (6 yar, 


Ensuite vient le produit des facteurs 1 + 5 - avec xk, <M; ce pro- 


_ duit est moindre que le précédent. 


Enfin, vient le produit des facteurs 1 + SET dans un seul 
d’entre eux, Xk, dépasse m. La valeur absolue de m — Eh, est certai- 


nement supérieure à-l’inverse du produit des dénominateurs des #,, 


donc à 
af eee le": 


or, le produit est étendu a des valeurs dex telles que 2" = r+1+7; 
il est donc supérieur à b~~'a~"-'~/, et son inverse inférieur à a’*'!*, 
Nous appliquerons cette limitation au facteur pour lequel Xk, > m et 
au plus grand de ceux pour lesquels £#, < m. Le produit du reste des 


facteurs 1 + —— est évidemment moindre que (6 +1)*'a"t"#. 
m— dk, 


Si l’une des sommes Xf, devient égale à m, le produit symbolique 
du logarithme qui en résulte par le facteur suivant introduit le pro- 
duit de #,' par une constante, c’est-à-dire moins que le produit de a” 
par une constante. | 

Finalement il existe une constante o telle que le terme en y*'+; 
soit moindre que son correspondant dans le développement de 


( wy yu, CAS 


I— Wy 
Donc, siov<1, 


Kt (X, =| <( wy yu, =). 
VD(A) 
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dans tout l’espace. Si v est assez petit, l'équation en p, est donc 
soluble. 


D'ailleurs, 
| F (up) | = O[M;_- ñ e—*eL(0,%)], 


et le coefficient de continuité (L) de F (up) pour l’exposant 4, est 


O(M,_,) C)- 


Après les itérations, le second membre de I’ équation en ¢, devient 


be (mm) me 
=F (u,)—>, wf K(X, A) D #(A}F[u,(A)1dVa. 


j= 


Des calculs tout à fait semblables à ceux qu'on vient de voir, en consi- 
dérant #(u,)comme un premier facteur symbolique, montrent que la 
valeur absolue de cette expression est moindre que 


\ NY ; 
va [ET 


&, étant une,autre constante. Si y est assez petit, indépendant de r, 
donc de p, ceci est moindre que 


O[M2_, e-510,x)], 
la constante impliquée étant indépendante de p. Done 


Pp—=O[M}_,e-#L0,x7, 


le facteur impliqué étant indépendant de p, si y est assez petit. 
Il reste à en déduire une limitation de h,. En nous appuyant sur le 
calcul de la fonction G, de laquelle H se déduit immédiatement, nous 
Le A que, tant que les approximations ne s ‘éloignent pas trop 
de L 
F(X, A) (Sa L?-™( A, X) pour L(A, X) <1, 


VDA) + o, P(A, X) pour L(A, X) >. 
Or 4 
LOF AYDILOOSXKEeLEATX), 


. 


(1) B, § VI, théor. 4%, p. 238 à 241. 
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Par suite, en intégrant dans la région L(X, A) <1, 


(mi) 
À (A (7) 
if H(X, ae L or av, =o] mp 1e EN L(x) A) e8 lx, ATV, | 
J 
=0 [us ceux f res’ ar] == Of Mie SER 
= 0 


D'autre part, pour L(X, A)2r, 


(7m) (mm) 
f H(X, A) ee = of Mg. gave f e280, A) aa] 


— Of M2_, e-#10.%], 
En ajoutant, il vient enfin 


| p(X) | <tM2_, e102), 


7 ayant une valeur connue, indépendante de p, si v est assez petit. 
En dérivant sous le signe somme, on aura une limitation semblable 
pour les dérivées de h,; on augmentera au besoin = de façon que 


ee | << 4) e-8H0,X), 


Il faut maintenant, pour avoir les dérivées secondes de ,, étudier 
la continuité (L) de ¢,. D’après ce que nous savons ('), #(u,) est con- 
tinu (L) d’exposant uk, , et de coefficient égal à M}, multiplié par 
une constante connue (?). Il est alors bla que, si v est assez 
petit, le coefficient de continuité (L) de ¢,, pour l’exposant u4,_,, est 
inférieur au produit de M, , par une constante connue (il suffit de 
faire le calcul pour des points X et Y de distance inférieure à un, à 
cause de la limitation de p,). 

Ce résultat nous sert à calculer des limitations des dérivées secondes 
de À, dans la région L(O, X) <3, en nous servant d’une formule 


(*)B.§ V1, p. 2410. 

(2) Quoique X varie dans tout l'espace, il n'y a pas de difficulté à remplacer 
les termes en 7”, dans le raisonnement cité, par des termes en 747, car J (u,,) =0 
pour L(O, X)> 2. 
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connue ('). Cette formule sera appliquée à la région 10, A)< 4 du 
domaine auquel est étendue l'intégrale qui donne > = TE pour le reste de 


l'intégrale, on dérivera sous le signe somme. Les différences 


| Aa,g(X) — Az,3(A)| 


sont trouvées égales à O |“ (X, A+ ea ies a) | premier 
n=0 

terme O[L*(X, A)] est ce qui correspond à w,. Or la série £Æ,"v" est 

convergente si v<1, et sa somme est bornée si v est inférieur à un 

nombre fixe inférieur à un. De là se tire enfin que, pour L(O, X) <3, 

les dérivées secondes de A, sont inférieures au produit de M°,_; par 

une constante connue. 

D'autre part, si L(O, Be 2, ¥(u,) est nul et les a..3,p, Da,p; Cp SC. 
réduisent aux constantes qu’on sait. Par suite, les dérivées de tous les 
ordres de c, existent et sont continues. En. introduisant la fonction de 
Green relative à l'équation 

du 
dxi 
a 


— i SO 


pour la région L(O, X) > 2, on voit directement que toutes les déri- 
vées jusqu’à un ordre donné de la fonction /, ont la limitation 


O| Mj, e8L0, x) 


dans la région L(O, X) > 3. On peut en conclure immédiatement que 
les coefficients de continuité (L), pour un exposant quelconque, 
sont O(M, ,). 

Il nous faut enfin le coefficient de continuité (L) des dérivées 
secondes de h,, dans tout l’espace, pour l’exposant #,. On trouve 
immédiatement, en se servant de la continuité (L) de p, (2), que ce 
coefficient est inférieur au produit de k,_. M}, par une constante 
connue. 


a LS US PR NA “PER EN EP SR, 
(*) G, théor. I, p.330. 
te C, théor. II, p. 372. 


ES TU 


\ 
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Il existe donc une constante +, indépendante de p, telle quesiR,n 


et y sont inférieurs à certaines limites indépendantes de p, on ait, sous 
l'hypothèse (12), 


«rs: M,<Tar M? .. 
Or si 
(14) LPS nel hot ye" GAD IS (=, Li CPL); 


les conditions (12) sont remplies. Alors l'inégalité (13) prouve que 
l'inégalité (14) a lieu aussi pour n=p. L’inégalité (14) est donc 
générale. | 

Les approximations successives se poursuivent donc indéfiniment, 
et elles convergent uniformément dans tout l’espace, ainsi que leurs 
dérivées premières et secondes. Elles ont donc une limite u, = limu,, 
dont les dérivées premières et secondes sont continues, et qui satisfait 
à l'équation F = o. A l'infini, uw, est nul, puisqu'il en est ainsi de tous 
les u,. Mais il en est de même de U. Si nous appliquons a 


F(U)— F(u.) 


le théorème des accroissements finis, nous voyons que 


AU — u.) O(U — u.) "1 
yas, 0x4 0 D ro +c(U—u.)=0, 


les a,,8, db, c étant calculés pour OÙ + (1 — 9)u,(0 <9 <1), en trai- 
tant Ô comme une constante dans les dérivations, quoique § dépende 
de X.U —u, ne peut donc avoir ni maximum positif, ni minimum 
négatif; cette fonction qui est nulle à l'infini, est donc identiquement 


nulle, 
u_ =U. 


x 


Nous allons maintenant voir que w, a ses dérivées troisièmes conti- 
nues à l’origine. 

Toutes les fonctions u, ont des dérivées troisièmes continues (L) en 
tout point d’une région fermée intérieure à L(O, X) <1. En effet, il 
en est ainsi pour wv, qui se réduit dans cette région à un polynome. 
S'il en est ainsi pour u,, les @3,8 ns ban Cn ont, d’après l'hypothèse g22, 
des dérivées continues (L) et il en est de même de #(u,); cela suffit 


16 
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(SI, n° 6) pour que h,, et par suite u,,,, aient des dérivées troisièmes 
continues (L). Si l’exposant de continuité (L) i les dérivées troi- 
sièmes de h,, est /,, on peut prendre 


pourvu qu’on ait pris Z,<,, ce qui est évidemment possible. En effet, 
l'intégrale qui figure dans l’équation définissant ¢,,, a ses dérivées 


. ’ ee ae ep 
continues (L) d’exposant > car i< hn; les dérivées du second 


+ ln 
: , E Bln Es 0 » pee 
membre sont continues (L) d’exposant —* < —~- T, (n° 3); les dérivées 


de o,,, sont done continues (L) d’exposant = En transportant ce 


résultat dans l’expression de h,,,, on effectue les trois dérivations, la 
premiére sous le signe somme, les deux autres par application des 
règles connues ('), et l’on en conclut (?) que ces dérivées troisièmes 


sont continues (L) d’exposant = ais - Nous aurons donc 
ae pn(2— Bb 


a= 


an(a— pe) pp) ly 


Soit R, un rayon décroissant quand n croit, et tendant vers une 
limite positive R, ; par exemple 


R, a all as SES AT 


Soit N, une limite supérieure des valeurs absolues des dérivées troi- 
siémes deh, et de leurs coefficients de continuité (L) dans la région 


L(O; X)<R; 


en outre nous nous imposons la condition N, > M,. Nous allons voir 
que la série EN, est convergente. 

Cherchons N,,, connaissant M, et N,. Nous devons d’abord Fret 
les dérivées de: F(ur+,) et leur coefficient de continuité (L). Il faut 


(*) B, § 1, théor. IV, p. 144; C, théor. I, p- 370. 
(?) C, théor. IT, p. 372. 
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pour cela tenir compte de ce que les dérivées troisièmes de À, figurent 

linéairement, ce qui oblige à compléter le calcul déjà fait (n°3). 
Considérons une fonction w®(u, v) composée de X par l'intermé- 

diaire de u, ¢, w et telle que, du, de et ow étant certaines fonctions 


de X, 
D Ow + w dO + wO—o. 


Ro IN. © : ? : : : 
®, u,v, w, ou, ov, ow sont d’ailleurs supposés satisfaire aux hypothèses 
faites sur les fonctions G, u, , du, cv (n° 3). Alors 


O(u + du, 6 + de) (w+ dw) = w[ Du + du, » + dv) —O(u, v) — bd O(a, s)] 
+ d6w[@®(u + du, » + dv) — Du. ¢)]. 


Ici le rôle de uw, + est tenu par u, et par ses dérivées premières et 
secondes, et le role de w par les dérivées troisièmes de u,; h, et ses 
dérivées premières et secondes tiennent les rôles de du, ov; les déri- 

, . CE . A N . n . 
vées troisièmes de k, tiennent le rôle de cw. Si nous désignons par N 
une limite supérieure des valeurs absolues des dérivées troisiémes 
de w, et de leur coefficient de continuité (L) d’exposant /,, et que nous 


posions 
Sz N+ N oN, +... Nya; 


nous trouvons que les valeurs absolues des dérivées de ¥ (u,,,) sont 
O(N,M, + S,-.M,""), ou OCSiNi, 
Si nous revenons à æ®, nous aurons encore, avec des notations 
déjà employées (n° 3), 
A[D(u + du, » + dv) (w + dw) | 
=Aw[®(u + du, » + 4°) —@(u, ») —dO(u, #)] 
+ dAm[O(u + du, » + dr) — Du, #)] 
+ (w+ Aw) A[®(u + du, » + dv) —B(u, pe) — I Ou, r)] 
+ d(w + Aw) A[®(u + du, » + dv) —O(u, ¢)). 


Ici nous en déduisons (n° 3) que le coefficient de continuité (L) des 
dérivées de #(u,,,) pour l’exposant 27" ul, est 


it i a 
os! NM DIE EL 
Nous devons maintenant limiter les dérivées de l'intégrale qui 


figure dans l'équation en p,,1, et leur coefficient de continuité (L) 
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pour l’exposant /,(1 + ,)~'. Nous supposerons 


Ra+ Ra + 2.372 
L(O, X)< an = es 


Nous appliquerons au champ L(O, A)<CR, la formule connue (") et 
hors de ce champ nous dériverons sous le signe somme. La distance 
de X à la frontière du champ est au minimum 


RER LS 


2 2 


Ô 


Il nous faut aussi introduire les dérivées de K; en tenant compte, 
comme ci-dessus, de la façon dont figurent les dérivées troisièmes 
de u,, il vient 
« Ok € —m « 
Pos a) <o,5, ETMX, A), 
OK OK FETE" 
So + In| <a Le (X, A), 
5, étant une constante. En tenant compte de ce que la valeur absolue 
et le coefficient de continuité (L) de o,,, pour l’exposant uk, sont 
O(M;,), il vient pour limite supérieure de la valeur absolue de cette 
partie de la dérivée de l'intégrale 


O[ M3 342" + (uJ,)—'S,M2] = O(S,M,). 


Quant a la partie obtenue par dérivation sous le signe somme, nous 
avons 


\ok | 
pate A)|<e.S, L-"(X, A) [L(O, A) <3], 
oK , 

Conde | 


5; et o étant des constantes; d’où pour la dérivée de l'intégrale 
étendue au champ L(O, A) >R, la limitation 


O[(S,; 3""-+ 1)M2?]=0(S,M,). 


Par conséquent les dérivées de ¢,,,, sont 0(S,M,). 


(2) B, § 1, théor. Il, p. 141. 
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Cherchons maintenant leur coefficient de continuité (L) pour 
l’exposant 2~! 2. Pour cela nous cherchons le coefficient des déri- 
vées de l’intégrale pour l’exposant w2,(1+ wl,)~'. Il nous suffit de 
reprendre le calcul connu (‘) en supppsant 


L(X, Y)<(2 19): 


le résultat est O(Z,'S,M;) ou O(S,M,). Ce AT subsiste quand 
L(X, Y) dépasse la limite indiquée, car il suffit alors de multiplier 
une puissance de l'inverse de cette limite par la limitation de la 
dérivée. : 

Ainsi le coefficient de continuité (L) des dérivées de p,.,, dans le 
domaine indiqué, pour l’exposant 2~' J, est O(S,M,). 

Il reste à tirer parti de ce résultat pour limiter les dérivées troi- 
sièmes de h,,, et leur coefficient de continuité (L). Pour cela nous 
écrivons les dérivées secondes en utilisant les dérivées de o,,,, qui 
n'étaient pas utilisées quand nous avons limité ces dérivées secondes. 


En remplaçant ee par H,, nous trouvons (?) 
Ohne, ee PH, OH, Opus 
OX», Oxg ee nf | (sora Oxy 0x4 das day Ted Pre A) + Oxx 0x, das | au 
ae 
À Do de Ox: ger) eV as 


D, 1 


D, étant la région 
L(O, A) paie Ras), 


et D, étant le reste de l’espace; on suppose L(O, X)<CR,... 

La troisième dérivation se fait sous le signe somme pour l'intégrale 
étendue à D,; on trouve aussitôt O(3"”"M>). On peut même dériver 
une quatrième fois ce terme sous le signe somme et obtenir une limi- 
tation du même type, qui est donc valable aussi pour le coefficient de 
continuité (L), d’exposant quelconque, de cette partie des dérivées 


troisièmes de h,,,. 
Prenons maintenant l'intégrale étendue à D,. Nous employons le 


(1) B, § I, théor. 3, p. 1 


/ 
42 
(2) B, $1, théor. 4, p. 144. 


16 * 
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procédé général connu (‘), en faisant jouer à ¢,,, et à ses dérivées, 
ainsi qu’aux dérivées secondes et troisièmes de u;,, le rôle des fonc- 
tions w,(A) de l'énoncé de ce procédé. En tenant compte de ce que 
lés dérivées de e,., et les dérivées troisièmes de w,,, figurent linéai- 
rement, nous trouvons 0[(3""+ /;')S,M?] ou O(S,M,) pour dérivée de 
la première partie de l'intégrale, et O[(3”" + Z,')S,M,] pour dérivée 
de la seconde partie. 

Pour les coefficients de continuité (L), nous employons le théorème 
adapté au procédé de dérivation employé (?). Il faut supposer d’abord 


1+ Le 
L(X, Y)< (223-2) À 2 ; 


on trouve immédiatement pour l’exposant 


pln __ 
a+pl, 


Ens 


un coefficient O(2,'S,M,). Si L(X, Y) dépasse la valeur précédente, 
on trouve, à l’aide de la limitation des dérivées troisièmes de h,., 
elles-mêmes, un coefficient 


O [ 3mn LE Là ‘) (2 Vela yer: Sa M, ]. 


Finalement il existe des constantes /h et h, telles que l’on puisse 


prendre 
NES R OS Ma 


car en augmentant au besoin et k,, on fera en sorte que le second 
membre dépasse constamment M, > M,,,. On en tire 


Sie (Er A RM) Sn: 


étant donnée la valeur de M,, cela entraine l’existence d’une limite 
pour $,. La série EN, est donc convergente, et par suite U a des déri- 
vées troisièmes continues dans la région L(O, X) << 27'. 

Ce point étant démontré, la suite, comme il a déjà été dit (*), n’offre 
plus de difficulté. En dérivant une fois l’équation aux dérivées par- 


(1) G, théor. I, p. 370. 
(*) CG, théor. IT. p. 352. 
(5) G, théor. VI, p. 385. 
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tielles donnée, sur laquelle il n’est plus nécessaire d’avoir fait la pré- 
-Paration qui nous a servi, on trouve qu’une dérivée quelconque 9 de u 
satisfait à l'équation 


O29 due à 
DCE ra 03 EEE N 


où f ne dépend que des dérivées de wu jusqu’au second ordre. En se 
servant d'un problème de la chaleur dans une hypersphère suffisam- 
ment petite, on en conclut que les dérivées secondes de 9, c’est-à-dire 
les dérivées troisièmes de wu, sont continues (L). Donc les ds, et f(X) 
ont des dérivées continues (L), ce qui entrainé que 9 a des dérivées 
troisièmes continues (L); donc w-a des dérivées quatrièmes con- 
tinues (L). Et sig > 2, le raisonnement continue comme il a été dit. 


6. Nous pouvons maintenant reproduire l’énoncé suivant : 


St Fest holomorphe par rapport à tous ses arguments, et st les dérivées 
secondes de u sont continues (L) dans ®, u est holomorphe en tout point 


intérieur à UD. 


La démonstration est complète si nous rapprochons le résultat pré-. 
cédent de certaines démonstrations antérieures ('). 


7. SiF contient linéairement les p,.g, les conclusions des deux der- 
niéres propositions (n° 5 et 6) restent vraies dans des hypothèses plus 
larges sur uw: il suffit que les dérivées secondes de wu existent et sotent 


continues. 


8. Tutortme. — Soit S la frontière du domaine borné ouvert WD, les 
coordonnées des points de S pouvant s'exprimer par des fonctions de 
m— 1 paramètres dont les déterminants fonctionnels ne peuvent s'an- 
nuler ensemble et dont les dérivées jusqu'à l’ordre q + 2(q 23) existent 
et sont continues (1). On suppose que les hypothèses du n°5 sont satis- 
faites pour cette valeur de q: enfin on suppose que-u et ses dérivées Jus- 


(08, 6 Vil, théor. ?, D. 243. ou A, Chap. Ill, n° 8, p. 118, où Fénoncé 
devrait être le mème que dans B. Foër aussi C, théor. VIE p. 387. 


Ann. Ee. Norm., (3), XLVIL — Aocr 1990. 31 
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qu'au quatrième ordre sont continus même sur S et que les dérivées 
d'ordre q + 2 des valeurs de u sur $ par rapport aux m—1 paramètres 
des HUE de ‘S$ existent et sont continues (L). Alors les dérivées de u 
jusqu'à l’ordre q+ 2 sont continues (L) dans D +5. 


Ce théorème élargit les hypôthèses d’une proposition antérieure- 
ment démontrée ('). La démonstration se fait aisément en profitant 
des perfectionnements apportés ici aux résultats sur lesquels on 
s'appuyait. 

Nous faisons d’abord un changement de variables remplaçant une 
région de ‘$ pour laquelle nous voulons établir le théorème, par 

Æn= 0, les fonctions qui définissent le changement de variables ayant 
leurs dérivées d'ordre g+ 2 continues (L). Ensuite nous rempla- 
cons @ par un domaine tel qu'il est indiqué à l'endroit cité. 

D’après l'énoncé, les.a, 4, considérés comme fonctions de X, ont 
leurs dérivées secondes continues dans +S. Nous pouvons donc 
(SI, n° 6) les prolonger hors de @ + S de façon à respecter la conti- 
nuité (L) de leurs dérivées premières ; on arrètera le prolongement à 
une surface assez voisine de S de manière que l'équation reste de type 
elliptique dans le domaine total. 

Il suffit de démontrer l'existence et la continuité (L) de celles des 
dérivées de w qui résultent d'au plus une dérivation par rapport à x, 
et d’un nombre quelconque de dérivations par rapport aux autres 
variables, car l'équation elle-même permet de compléter le résultat. 

Montrons d’abord que les dérivées quatrièmes sont continues (L). 
Pour cela, nous dérivons trois fois l’équation donnée, aucune dériva- 
tion n’étant faite par rapport à æ,. En désignant par la dérivée troi- 
siéme correspondante de w, on trouve, en désignant par des d droits 
les dérivées des fonctions composées, 


® d do . 
D ee dry Ge x) = FU) 


/(X) ne dépendant que des dérivées quatrièmes et étant par suite con- 
tinu dans 4-8. Cela suffit (§ IL, n° 1) pour qu’on puisse affirmer la 
continuité (L) des dérivées de o dans @ +5. 


(1) B, $ VE, théor. 2, p. 234, où l'énoncé doit supposer g ? 7. 


pane 
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Maintenant les dérivées ate des fonctions composées 4,,3 de X 
sont continues (L); on peut donc les prolonger hors de @ + S enres- 
pectant la continuité (L) des dérivées secondes (§ II, n° 6). L’équation 
ci-dessus en 9 prouve donc que les dérivées secondes de + sont conti- 
nues (L) dans @® + 8; ilen est donc de même des dérivées cinquièmes 
de u. x | 

Si q > 3, la démonstration continue de même; on récrit l'équation 
en 9 ci-dessus, 9 désignant une dérivée d’ordre n — 1 deu(n<q+1) 
par Lee aux variables autres que æ,,, et f dependant des dérivées 
jusqu’à l'ordre n. 


9. Remarque. — Si, sans changer les autres hypothèses, on suppose 
seulement que les dérivées quatriémes des valeurs de u sur S$ sont 
continues (L), on peut affirmer que les dérivées quatriémes de u sont 
continues (L) dans @ + S. 


10. Tutortme. — Sz F est holomorphe par rapport à tous ses arguments 
et que’ u soit holomorphe dans le domaine ouvert ( de frontière S, st u 
prend des valeurs holomorphes sur une partie régulièrement analytique 
de S et que les dérivées de u jusqu'au quatrième ordre soient continues 
sur cette partie de S, u est prolongeable analytiquement au delà de cette 
partie de S 


Ce résultat est immédiat en comparant le théorème précédent (n° 8) 
avec une proposition antérieure ('}. 


11. Si les dérivées secondes de wu figurent linéairement dans F, on 
peut, au n° 8, prendre g = 2, et supposer seulement que les dérivées 
troisièmes de u sont continues dans @ +8; de même au n° 10. Au 
n° 9, on peut remplacer partout quatrièmes par troisièmes. 


12. Tutortme. — Considérons l'équation de type elliptique, dépendant 
d'un paramètre t, 


(19) PLUS 1} = ¥ps'34 Des Era Ve Ù (os tet ys 


(1) B, § VII, théor. 2, p. 243. 
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d'autre part on se donne un domaine borné ouvert fixe @ de frontière S. 
On suppose que l’équation, le domaine et la frontiére satisfont aux 
hypothèses du n° 8 avec q = 3, les conditions de continuité (1.) ne dépen- 
dant pas de t. On suppose de plus que F et ses dérivées jusqu'au troisième 
ordre par rapport aux variables autres que t sont fonctions continues de 
ces variables et det. On se donne une fonction continue o(t; 5), +++) $n—1) 
de t et des pre des points de'S » ayant par rapport DS: 2 eee 
des dérivées jusqu'au quatrième rte qui soient fonctions continues (1) 
de ces variables, avec un exposant et un coefficient indépendants de t, et 
fonctions continues de ces variables et de t. On suppose connue une solu- 
tion u, de l’équation relative à t— 0, dont les dérivées Jusqu'au qua- 
trième ordre sont continues dans @ +'S et qui se réduit sur S à 


DUO S13) ele > OM LE 
Enfin on suppose que l'équation 


(16) ? ds y de a 
ù D ER ES ÿ D, — CESS 0x 
y 2.3 a are dv Ff x } Oza 


où les coefficients a, 3, b., ¢ se ét à u=uU,,-t=0, n'admette 
pas dans ® d'autre solution nulle sur S que: — 0. Alors, dès que t'est 
assez petit, il existe une solution u(x,, ..., æ,,; D del’ shoes 5), con- 
tinue par rapport à l’ensemble des variables, se réduisant à u, pour t— 0, 
et prenant sur $ les valeurs (t; 5,, .…..,s,_,); cette solution u est unique. 


I suffit de reprendre la démonstration donnée antérieurement avec 
des hypothèses plus restreintes ('). A chaque approximation w,, les 
dérivées secondes des 4,,5,, 0, ,, ©, sont continues (L) dans @ + S et 
l'on peut (S II, n° 6) les prolonger hors de @ en respectant cette pro- 
priété. Soit 21 Vexposant de continuité (L) des dérivées troisièmes 
de F. Soit M, une limite supérieure des valeurs absolues de /, et de 
ses dérivées jusqu’au quatrième ordre, et du coefficient de conti- 
nuité (L) de ces dernières pour l’exposant 


p(t —- pk, 


‘j= 


I— p+ pi why’ 


RENE theor.3. qi 3236. 


ae 
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on trouve (n° 3) 
1 = ay Mit", 


où a, est une fonction exponentielle de n; la convergence pour M, 
assez petit, c’est-à-dire pour ¢ assez petit, en résulte. La solution 
existe donc pour z assez petit, et l’on prouve de même qu'elle est 
unique. 


13. Si les p, s figurent linéairement dans F, on peut, dans l'énoncé 
précédent, faire g = 2 et abaisser d’unc unité les ordres maxima des 
dérivées qui interviennent. 


14. Si, pour o<é<i’, on sait que (p.83; pa; U3 æ,) reste dans un 
domaine borné fermé intérieur à €, et tel que l'hypothèse relative à 
l'équation (16) soit toujours satisfaite, et si en outre les dérivées troi- 
sièmes et quatriémes de wu sont bornées, on est certain de pouvoir, en 
partant de zo et en appliquant plusieurs fois le théorème, arriver a 
la valeur t=?’. 

Ces hypothèses se simplifient si les p,.4 figurent linéairement. La 
simplification est plus grande si en outre les a, 4 ne dépendent pas 
des p,, ou s’ils ne dépendent que de X. 


1V. — Généralisation du problème de la Chaleur. 


1. Soit © un domaine borné ouvert de l’espace à 77 dimensions, 
dont la frontière S se compose d’un ou de plusieurs contours sans 
points communs deux à deux. Tout point de S est supposé intérieur à 
une région de S$ où les coordonnées des points s'expriment par des 
fonctions de m — 1 paramètres dont les dérivées sont continues (L) 
d'exposant # et dont les déterminants fonctionnels ne s’annulent pas 
simultanément. En outre un nombre fini de telles représentations 
suffit pour avoir S entier. 

Nous reprenons l'équation de type elliptique 


Pu / du 
SI gp) es oe ey D ie aa cole ET By 
ips MOR, Ot hedge OTs 


(1) 


ee iy hd wns JEU: 


ANS 


(A3 48.31 Ax x > OL Hy 
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On suppose que les coefficients a,,s, b,, ¢ sont continus (L) dans 
D + 8, d’exposant hh >1—h. 

Soient | et f deux fonctions continues données d’un point de S. 
Nommons &, les cosinus directeurs de la normale à S dirigée vers 
l'extérieur. Nous nous proposons de trouver: une solution de (1), 
existant dans @ + S et à dérivées secondes continues dans ®, telle 
qu’on ait sur S 


du 
@ Seve dE qu 


Dans le cas particulier où (1) est l'équation de Laplace, on recon- 
naît le problème dit de la Chaleur. Si en outre 4 — o, c’est le pro- 
blème de Neumann. 


2. Mise en équations. — Pour résoudre cette question, nous devons 
d’abord définir les fonctions 4,4, b,, c dans l'extérieur de @ + 5, ainsi 
que certaines fonctions 4,(x, B—1, 2, ...,m)(‘). Comme pour le 
problème de Dirichlet, ces définitions doivent être telles qu’à l’exté- 
rieur d’un certain domaine borné on ait 


TEEN, a33—=0 (BPAa), 


0: c= constante négative, Gr: 


En outre on doit avoir dans tout l'extérieur de @ + 3 


Og 
3) 4let > res 
VA 4(. a) 
dx. y a das 
= L ( a 94 à — - à Lb’ fo 
+ > & \a9(bs 2 dr 9 in) (os > = 9 94) 20! 


le desk 


Pour cela nous introduisons encore les paramètres s,, ..., Sn (?). 
On sait qu'on construit d'abord des fonctions c,(4 —1,2,...,m) 


, A e 9 > . , 
d'un point de S, telles que Xe? =1 et Ew,c, >0, ces fonctions étant 
proportionnelles sur S am polvnomes en æ,, ..., 2, Si 


re Jats, re Sm--1 ) 


HOUR 


$V. théor. 3, p. 210. 
C2) Bes | 


Il. p. 165, 
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sont les expressions paramétriques des points de S, on pose 


ES. ee Su Nm CUS ect. Si) (RS RS igs TID. 


etil y a correspondance biunivoque entre Cr Es et (re | NL) 
dans une région |s,,| <a. ‘ 
Sur S nous nous imposerons les conditions 


Da — Wat (SSN, PS 71). 


Hors de © + S et de larégiono <s,,< a, les fonctions a, Br Vas Cr 
recevront les valeurs constantes déjà écrites. x s'agit de les définir 
dans la région o <5,< a. Les fonctions a, 3, ba, ¢ devront être con- 
tinues (L) dans cette région, ce qui fixe leurs valeurs sur les fron- 
tières ; toutefois la valeur constante — g°? de c sur s,,=a(g > 0) sera 
seulement déterminée plus loin. Les fonctions 0, seront uniformément 
continues dans cette région, ce qui fixe encore les valeurs sur les 
frontières. 

Soit A un nombre supérieur aux maxima sur S des |a, 4| et des 
16,1 (a, bete. sn) 

Pour définir les a,.g(8  «), nous formons la fonction o qui satis- 
fait dans notre région à l'équation 


et qui prend surs,, = o les valeurs (A + a,s)*etsurs, =a la valeur A, 


et nous prenons 
; A3 = V9 — À; 


cette fonction est continue (L) d’exposant A+ # — 1 sik 1, d’expo- 
sant quelconque inférieur a si # — 1 (§ II, n°7), et ses dérivées sont 

4 5 h+k—a2 
par RRPers A d ordre’ —>— 


si f <1, d’ordre quelconque infé- 


Sy eG or aD rapport à a — $,, ces dérivées sont d’ordre 


LETE IT, n° 8). 


Pour les a, ,, même procédé, savf qu’on prend 


i= 
rieur a 


négatif au an égal ies 


tga =\ GAH Baule Sy 
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la constante B, indépendante de a, étant telle que l'équation soit de 
type elliptique dans la région 05, <&. 

Les b, seront simplement solutions de l'équation en 9. 

Pour les 6,, on forme la solution de l'équation en 9 qui prend 
sur s,,= 0 les valeurs (A + 0,)° et sur s,= a la valeur A°. Puis on 
choisit un nombre = satisfaisant aux inégalités 

o<T<h+k—1, Re sen 
et l’on prend 4 
9.= V9 — A — Cz Si, ( — Sm)*. 


Alors dans (3) l’ensemble des termes autres que 4c est O(s;,") 
au voisinage de s,,= 0, O[(a —s,,)*'] au voisinage de s,,—= a, et cet 
ensemble est négatif au voisinage de ces deux frontières ('). 

On prend enfin pour c une solution de l’équation en 9, la constante g 
étant assez grande pour que la condition (3) ait lieu dans toute la 
région 0<°5,< 4. 

Les fonctions 4,4, b,, ¢ sont ainsi continues (L) dans tout l’es- 
pace, et les 9, continus en tout point extérieur à @. Hors de M+ S et 
de s, — a, les dérivées des a, 4 et des 9, sont continues; leurs discon- 
tinuités sur s,— o et sur s, — a n’empéchent pas d'appliquer la for- 
mule de Green relative à u(u)(?). 

Nous définissons encore une fonction 7(X) continue (L) dans tout 
l'espace, nulle hors de @ + S et de la région o <s,,< a, et telle qu’on 
ait partout 7(X)2c, 7(X)2o0. 

Supposons maintenant 723 (*), nous formons pour l'équation 


(te) XU, 


la solution élémentaire G(X, =) qui s’annule à l'infini, ainsi que ses 
dérivées de tout ordre, de façon exponentielle (§ I, n° 3 et 4). 
RE ES re eS Oe SS. 
(') B,§ de théor. 1, p. 175. 
(*) B, $ V, théor. 3, p. 209, formule (23). Les raisonnements subsistent si la 
condition + actuelle est remplacée par l'égalité en certains points, et même 
dans des régions à mn dimensions, pourvu que tout point extérieur à @ puisse 


ètre joint par un chemin continu sans point commun avec aun point où l'iné- 
valité (3) a is 


(*) Foër À, Chap. 1, SI, 


n° 6, p. 43, une remarque permettant d'appliquer 
au Cas ott we 2, 


et mème au cas où 2 — 1, les conclusions de ce qui suit. 


TS Ron: 


Cay 
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Enfin, en posant comme antérieurement 


nous exprimons la fonction cherchée wv à l’aide de deux inconnues 
auxiliaires ¢ et o par la relation 


it) (si — 1) 
| ie) = af G(X, AeA) AV + | G(X, A)o(A) dS, 


5, 


| (p22), 


l’entier p étant quelconque sous la condition écrite; on a supposé le 
déterminant des a, 8 égal à un, et l’on a repris les notations (') 


GG G, 
(72) 
CRETE G(X, A)y(A) G(A, €) dVa 
Gn= Gr, + ae G”, 


les intégrales d’ordre m dont le champ n’est pas indiqué étant étendues 
à tout l’espace. | 

On voit que l’inconnue ¢ est fonction d’un point de l’espace, et 
l’inconnue a, fonction d’un point de S. 


Si l’on suppose que o est continu (L), l'équation (1) est satisfaite 


\ 
si (?) 
ya (ti 


(5) HN)? | L(X) GX, A) o(A) dV, 


(7n— 1) 
suf y(X)Gw' (XA) (A).dSas 0; 
VS 


F(u) étant le double du premier membre. 
Grâce à notre choix des 6,, la condition (2) s'écrit, en introduisant 


l'opération © (*), à 
Cia Tt je 


(1) B, § V, théor. 3, p. 213. 
(7) B, SV, théor. 3, p. 214. 
(*) B, § V, théor. 3, p. 209. 
Ann, Ec. Norm., (3), XLVI. — Aout 1930. ? 32 
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elle se traduit donc par (') 


» 


(6) a à oa f LG (Y. A)]p(A) dV, 
vs af E[G,(Y, A)]o)A) d=). 
Poy 


Y étant un point quelconque de 3. 

On peut établir (?) que la théorie de Fredholm est applicable au 
système des équations (5) et (6) et que, si ce système est soluble, la 
fonction o est continue (L); par suite la relation (4) fait correspondre 
à la solution de ce système une solution du problème donné. 

On doit toutefois remarquer que la fonction u obtenue est nécessai- 
rement continue sur S, car s est continu, mais que l’éxistence des 
dérivées de wu n’est pas démontrée pour les points de S. Pour attribuer 
une signification à O( wz), posons 


Ly Ya + CaSm (CE COTON 


les y, étant les coordonnées d’un point de S, et les c, étant des fonc- 
tions de ce point, dont on a déjà parlé. Les y. et les c, sont des fonc- 
tions de s,, 53, ..., Sn—, dont les dérivées sont continues (L), et il y a 
correspondance biunivoque entre (s,,5,,...,5,)et(a,,...,%,,) dans 
une région |s,,| € a. Si X est dans cette région, on lui fait ainsi corres- 
pondre un point Y et un seul; on peut calculer les &, en ce point Y et 
s’en servir pour calculer O(u) en X; c’est la limite de ce résultat 
quand X tend vers un point de S en restant dans @ qui est par défini- 
tion la valeur de O(w) en ce point de S. 

Mais nous pouvons nous demander si ce procédé ne laisse pas 
échapper de solution, c'est-à-dire si toute solution 4 du problème est 
susceptible d’une expression telle que (4). Les raisonnements qui 
suivent précisent des cas où il en est ainsi (*). 


') B.X \, théor. 3, p. 216. Voir aussi le passage correspondant de C. 
*) B, S IE, théor. 2, p- 168, et § V, théor. 3, p. 215. 

‘) Ces raisonnements, ainsi que ceux de B, § \, théor. 3, procedent de ceux 
de Josef Premets, Ueber lineare Randwertaufgaben der Potentialtheorie, 
1. Teil. Monatshefte für Mathematik und Physth, B. 15, 1904, S. 337-412; 
Il. Teil, c., B. 18, 1407, 5. 180-211, Voir aussi Picarn. Selecta, DA297: 


( 
( 
{ 


- 
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3. Lemme. — Si les fonctions p et o qui composent une solution du 
système [(5), (6)] homogène (c'est-à-dire avec f= O) représentent 
zéro dans tout ®, p et o sont identiquement nuls. 


En effet la fonction u représentée par (4), et qui est nulle dans @, 
satisfait hors de @+'S à l'équation (1). A cause de la continuité, 
cette solution de (1) s’annule quand X vient sur $ par points extérieurs 
à @; elle s’annule aussi à l’infini de facon exponentielle, à cause de 
l'expression (4) elle-mème [remarquer que, d’après (5), ¢ s’annule 
avec 4 |. La condition (3) entraine donc que u est nul dans tout l’exté- 
rieur de @, et par suite dans tout l’espace. 

Ou) a donc la même valeur zéro, que X tende vers S$ par points 
de @ ou par points extérieurs à @. Done 5 — 0. 

On a donc 

eee ou G(X, A) p(A) dV, 


F(u)=20(X)+ yu, 
d’où, puisque u = 0, 
5 D — 0. 


4. THÉORÈME. — Sz, pour f —0, le problème posé n'a que la solu- 
tion tt = 0, le problème pour f continu quelconque a une solution et une 
seule, et celle-ci est donnée par les équations (4), (5), (6). 


Il est en effet d’abord évident que le problème n’a pas plus d’une 
solution. D'autre part, d’après le lemme, le système [(5), (6)] a une 
solution et une seule; l’équation (4) lui fait donc correspondre une 
solution du probléme. 

On voit même que si #(u), au lieu d’être nul, devait être égal a 
une fonction donnée continue (L), le problème aurait encore une 
solution et une seule. 


5. Sur un cas où le théorème s'applique. — Supposons qu'il existe 
des fonctions %,(% = 1, 2, ..., m) continues ainsi que leurs dérivées 
dans +S ainsi que les dérivées des a,.4, et telles qu'en les intro- 
duisant à la place des 0, dans le premier membre de (3), celui-ci soit 
négatif ou nul dans @ + 8, Alors, si Y >—2Z,o,7;, on peut affirmer 


ews 
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que le problème a une solution et une seule ('); on peut même avoir 
d=— Xo,n, en certains points de S (mais non surS entier) sans que 
la conclusion change. Cela découle de la formule (?) 


im — 1} (mei ) ) | 
u O{u) dS = Pit Le ne. . we UN 
s o On, ye 


où @ et P sont formés à l’aide des fonctions ñ,; la forme quadratique P 
est done positive ou nulle pour toutes valeurs des variables. On tire 
en effet de là 


«tn —1) Ô 
i ... 
f (> Ay. Bx 7 + yn) ds 
J's «8 * XS 


f. 
? 


à (ay 


(ra —1) 
= Pav +f (4 + > w,n Jr dS; 
: > oa 


[a] 


si donc f= o, u est identiquement nul dans @. 


6. Introduction de nouvelles hypothèses. — Si l'on ne sait rien sur 
les solutions du problème homogène, le lemme montre seulement que 
le système [(5), (6)] homogène a au plus autant de solutions linéaire- 
ment indépendantes que le problème proposé. Nous irons plus loin 
moyennant de nouvelles hypothèses. 

Nous supposerons maintenant que c et les dérivées des 4,4 et des 


__ y, 242.8 i tinh che : “ i 
b, — Xs Jer, sont continus (L) dans @ +S; de plus nous supposerons 


que les dérivées secondes des coordonnées des points de S relative- 
ment as), 5, ..., 8, existent et sont continues (L). Ou bien nous 
supposerons que les a,,3, 6,, ¢ satisfont aux hypothèses indiquées dans 
un domaine contenant @ +8 à son intérieur, et que les dérivées des 
coordonnées des points de S sont continues (L). 

Dans ces conditions, nous pourrons définir les a, 5, 6,, c, 93,7 hors 


(*) Si le premier membre de (3), après la substitution indiquée, n'est pas 
nul dans toute l'étendue de @ (supposé toujours d'un seul tenant), il suffit que 
Y2— Ém,n:, l'égalité pouvant avoir lieu sur S entier. 


(2) Voir B, $ \, théor. 3. p. 209. 
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de D+S, de manière à remplir les mêmes conditions qu'il ya 
quelques instants, et en plus celle que les dérivées des a, et des 


OG ara. ; : ; ; a 
b,— X, sa existent et soient continues (L) dans tout l’espace. L’équa- 


tion (4) sera supposée formée dans ces nouvelles hypothèses. 


7. Mise en équations de certains problèmes. — Nous appellerons 
maintenant w, l’inconnue de notre problème, et 0, et , les inconnues 
auxiliaires; les équations (4), (5), (6) deviennent done - 


a (st) (We— 1) 
(4) «a (X%)=— 22 / G(X. A) 9, (A) dVi + aif G,(X, A)o,(A) daSy, 
s 
(3) p(X) —2 f ZX) G(X, A)p,(A) dV, 


DE V1 
+ ifs IX) GP(XSA)a, (A) dSy=0, 
s 


(6) ee anf @[G (VY. A)] (A) dV, 


e 
ati V1 


gt if @1G,(Y. A)]o,(A) dSa= FY), 
S 


f(y) étant la fonction donnée sur 8. 
ty . : CE z 
Nous chercherons en mème temps dans une solution w, de l'équa- 


tion adjointe 


2) du Aa CUP RS 
7) 3 ( oh =>. dry Ce 5“) D: CEE | (2 pay durs ) «| ee 


telle que Z(u,) prenne sur & les valeurs données f,(y) ('). En posant 


ant 


(8) aN)=— 01 | EURE TR A TAN 


tn — li 
A) L GA Mo, (\) dS 4, 
Û 


ve 


(1) Pour la définition de Z, voir B, § \, théor. 3, p+ 209. 
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l'intégrale d'ordre m étant étendue à tout l’espace, comme toujours 
quand le domaine d'intégration n’est pas indiqué, on aura les équa- 
tions 


(9) of XO [ XI GA Yes Ok AM, 


(Un — 1) 
+ f L(X) GA (A, X)7. (A) dSy —0o, 
Ss 


(10) g.(Y¥)- anf ZI G(A, Y)]e.(A)dV5 


(mu—J) 
+ anf Z[G)p(A, YA) di = fe(¥); 
Ss 


ec 


ces équations (g) et (10) forment un système de Fredholm. 

Nous considérons en même temps les deux problèmes de Dirichlet 
relatifs à l'extérieur du domaine @ (cet extérieur peut ne pas être d’un 
seul tenant) et respectivement aux équations (1) et (7). Les fonctions 
inconnues devront s’annuler a l'infini de façon exponentielle. En 
posant, pour l'équation (1), 


(11) uy (X)=— if G(X, A)y( AX) pat A) d\a 


ati 1) 
Es ah f Z7[G,(X. AV ]o,(AYaS,. 


o 


on obtient le systeme de Fredholm 


> (7) 
(12) 03 (X) — af G(X, A) yz( Ale;(A) dV, 
i} 


vill ) 
” vi | ZLGRPAN TA HS) = 0; 
VS 


AU 


(13) a4(.) if G(Y, A)y(A)93(A) dV, 


s(m— 1) 
Aa [ Z{G,(Y.A)]o,(A)dS,= f,(Y); 


#(4,) est le produit par 7 du premier membre de(12). Deméme pour 
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re ‘ : LE 
equation em) nous ecrivons 
: » (7) 


(14) CIES SAN G(A, X)Z(A)p, (A) dVs 


ana 
3 ah f @[G,(A, X)]o, (A) dS, 


th) 


(15) ae eos G(A, X¥)7(A) (A) dV, 


e/ 


(nt— 1): 
+ iv f OLGA (A, X)]a,(AydS,—o, 
s 


(16) 9,(Y)— xf G(A, Y)7(A)p,(A) dV, 
A (77t— 1) 
ais anf OTG,(A, Fret ANS EEE 
ro) 


8. Lemme. — Les systèmes de Fredholm [(5),.(6)] ec [(15), (16)] 
homogènes (f, = f, = 0) ont le méme nombre de solutions linéairement 
indépendantes. 

En effet, dans le système des équations (5) et (6), nous pouvons 
remplacer l'équation (6) par celle qu’on obtient en changeant, dans 
l’équatiôn (5), X en B, puis en multipliant par 2A0[G,_,(Y, B)]dV,, 
en intégrant dans tout l’espace et en ajoutant le résultat au premier 
membre de (6); on obtient ainsi, en permutant des intégrations uni- 
formément convergentes, : 


(21) 
(6 bis) a) aie f OL G(X, A)}a( Mavs 
(m—)i 
+ 2A fe Wi tase Xe Ao (Aas 0d. x 
5 ro 


De même l'équation (16) du système [( 15), (16)] peut se remplacer 
par celle qu'on obtient en remplaçant dans (15) X par B, en multi- 
pliant par Ay(B)G,_,(B, Y) et en ajoutant le résultat au premier 
membre de (16); on trouve ainsi 

7 (7m) 
fre DIE MONTS = wf GPA YA) 8 CA) dV, 


a (In-—\) 


a an | OLGA ad =, (Y). 
sv 
Il suffit maintenant de prendre pour inconnues, dans les deux sys- 


La 
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tèmes, ic, et io, au lieu de 5, et de 5, pour voir qu’on a deux systèmes 
associés, d’où résulte le lemme. ; | 


9. Lemme. — Les deux problèmes homogènes de la chaleur (fi=f:=0) 
ont le méme nombre de solutions linéairement indépendantes, chacune 
de ces solutions étant donnée par une solution et une seule du système de 
Fredholm correspondant. 


Soient g le nombre de ces solutions linéairement indépendantes 
pour l'équation (1) etrle même nombre pour l'équation (7)(g20,r20). 

Je dis que rest au plus égal au nombre des solutions linéairement 
indépendantes du système [(15), (16)] homogène. En effet nous pou- 
vons appliquer la formule de Green à G,(A, X) et à ,(A), relative- 
ment à A, dans la partie de @ extérieure à une hypérsphère de centre X 
et de rayon infiniment petit si X est dans W, dans « entier si X n’ap- 
partient pas à + S. On trouve ainsi, /, étant nul, 


tn) 


(17) 1 Gvi(A, X)y(A) au, (A) Va 


(HL— Ji , - . 

B=: 2. o(X) (XN dans @) 

a À O![G,(A. X AIS Se, iis : 
[GC ata) Sa lo (X hors de O+ 3S). 


S 


Done, si l’on pose 
! 


o,(X)=— 277 te GAN(A, X)y(AYUCA) AVS: 
(18) © ‘ “ 


ope) — 27 GUY), 


\ 


la fonction u, représentée par (14) satisfait dans @ et hors de M+'S 
4 ,r 2 . ’ 

à l'équation (7) et elle est nulle hors de @ +8; ¢, etc, satisfont done 
au système [(15), (16)] homogène. D'ailleurs ces fonctions ne sont 
pas toutes deux identiquement nulles, sinon w, le serait aussi à cause 
de (17); done le nombre des solutions de [(15), (16)] homogène est 
au moins 7. 

Ce nombre est le même que celui des solutions linéairement indé- 
pendantes du système [ (5), (6)] homogène (n° 8), done au plus égal 
à g (n° 3). Donc g2r. Comme on peut échanger les rôles de FetdeG, 
. à < 
il en résulte que g =r. 

Notre lemme en résulte et l’on voit même que les quatre systèmes 
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homogènes de Fredholm ont chacun q solutions linéairement indépen- 
dantes (et seulement g solutions). 


10. THéORÈME. — Quand un problème de la chaleur relatif à l’équa- 
tion (1) est soluble, toutes ses solutions sont données par les équations (4), 
(5), (6). 

Il est évident que si le système [(5), (6)] est soluble, il en est de 
même du problème, et les solutions se correspondent une à une. C’est 
la réciproque qu’il faut démontrer et pour laquelle nous pouvons nous 
borner au cas où q est positif. 

S1 (£:; 5) est une solution quelconque de [(15), (16)] homogène, 
les conditions nécessaires et suffisantes pour la solubilité de [(5), (6) | 
sont que 


(7 — 1) 
(19) : Vk o,f: dS =o, 
: S 


ces conditions sont par suite suffisantes pour la solubilité de notre 
problème. Pour faire voir qu’elles sont en outre nécessaires, désignons 
par ¢ une solution quelconque du problème homogène de la chaleur 
pour (7). En appliquant la formule de Green à la fonction cherchée «, 
et à #, dans un domaine limité par une surface infiniment voisinedes, 


nous trouvons 
(mt— 1) 
f chi a> 0} 
roy 


or, si l’on se reporte à la formule (18), on voit qu'on a ainsi les condi- 
tions (19), au nombre de q. Le théorème est établi. 


11. Supposons qu’on veuille trouver la solution de l'équation 
F(u,)=h(X) telle que O(u,) =f; sur S,A(X) étant continue (L) 
et f, continue. Nous prolongerons 2(X) hors de «D +S, en respectant 
sa continuité (L) et en le prenant nul dès que L(O, X)est assez grand. 
Nous écrirons ensuite les équations (5) et (6 bis) en donnant comme 
second membre à la première 2~'/(X), et à la seconde 


zu) 


DAT PT 11 Set, Oe B)14(B) dVy. 


Si nous sommes dans un cas où le problème homogène a au moins 
une solution non nulle, et si (¢,, 5,) est une solution quelconque du 
Ann. Ee. Norm,, (3), XLVI — Aovt 1490. 33 
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système [(15), (16 bis)] homogène, les conditions nécessaires et suffi- 
santes pour la solubilité du système [(5), (6 ds) | actuel sont 


En h(X)p,(X) dVx 
Lien tn 
x if (Y) +h f @[G,.(Y, DOME EN 


ro) 
Ces conditions sont doné suffisantes pour la solubilité de notre pro- 
blème. Pour vérifier leur nécessité, remplaçons-y ¢, et o, par leurs 
valeurs (18), 


4 (Ml) (mn) 
if | Gv A, X) y (AJ ( (A) dV, | h(X) dVx 
@ À 


(ni —1) » (fit) : z 
—[ jac) f_ e16,,0, Bab) avi wa(Y) dSy= 0. 


ro) 


En vérifiant que l’ordre des intégrations peut être modifié, ceci devient 


nt (au 
z [ } Ae Gr (A, X) y(A) (A) dV: 


v © 


alt Vi L 
à. |. OLGA Xe (A) dB MCX) Vs 
VS 
(m—1) 
— f EAST ETS 
Ss , 


Reportons-nous à la formule (17) où nous changerons p en p—1; 
nous parvenons enfin à 


AL AU) 
Nu CN) Vs | JO )u (NY) dS;= 0. 
VS 
Nos q conditions sont donc aussi nécessaires car, mises sous cette der- 
nière forme, elles peuvent s’obtenir en appliquant la formule de Green 
a u, et à ua. 


V. — Sur certains problèmes mixtes. 


1. aine borné ouvert ® 
soit limité par plusieurs contours sans points communs deux à deux, 
dont les uns seront désignés par S et les autres par &. Ces contours 
et les coefficients de (1) (§ IV) devront remplir les conditions énon- 
cées en dernier lieu (§ IV, n° 6); toutefois les dérivées secondes des 


SUR LES EQUATIONS DE TYPE ELLIPTIQUE. 259 


coordonnées des points de S doivent être continues (L). Nous nom- 
merons 6, la partie de l'extérieur de qui a pour frontière les con- 
tours S, &, celle quia & pour frontière. 

Sur &, nous nous donnons une fonction continue Ÿ et nous posons 
0,=— 0,4 (a — 1,2, ...,m), les &, étant les cosinus directeurs de 
la normale dirigée vers l'extérieur de @ (de même plus loin, pour 
les &, sur S). Sur S, les 9, sont arbitraires, nuls par exemple. 

Nous nous proposons de trouver une fonction w satisfaisant dans @ 
à l'équation (1) (SIV), et telle que #, — f, sur S et O(u,) = 9, sur ®, 
f, eto, étant des fonctions continues données. 

Si l’on admet que S ou & puisse se réduire à zéro et le nombre des 
contours à un, ce problème comprend comme cas particuliers, d’une 
part celui de Dirichlet, d’autre part celui de la chaleur. Nous suppo- 
serons que ni $ ni & ne se réduit à zéro. 


2. Mise en équations. — Nous définirons d’abord dans &, + &, les 
fonctions a, 4, b,, c, 9, de facon à remplir les mêmes conditions que 
plus haut (§ IV, n° 2 et 6). Nous introduisons également la fonc- 
tion 7(X) continue (L) dans tout l’espace, et la fonction G(X, =). 

Nous posons alors 


vg (Mt) 


di) ano ES ds] GX. A) pi(A Vs 


e 
a Ni 


= anf Z[G,(X. Az (A) dS, 


ot 11 
TE of Gad, AV CNY dS, (Dex 
DAS 


1, Ti 7, étant des fonctions inconnues à définir, ¢, dans tout l'espace, 


RE) 


5, Sur S, 7, sur ©. 
L'équation (1) (§ IV) sera vérifiée si, ¢, étant continu (L), 


(0) 


(2) Bi CN) = i | W( MY G(X, AYO, (AVN x 


(m—1) 
sw [ y(X)ALGP(X, A)]a, (AVS, 
Ws 


(7u—1) 
aie f y(X)yGrX, Aye (A) dSx == 65 
Le] 
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la condition sur S se traduit par 


(me) 


(3) ers if G(Y, A) pi (A) dV a 


be à [| ZLG, 0, AJ], (A) dSa 
S 


a(/u— 1 
+ 2h G,(Y, A)AUA)dSa 0 =fil¥), 
& 
et la condition sur & par 
AU 
(4) Z(Y)— 2f OLGA. Ad] pA) AV, 


Ces 
—oif @\ZLG(Y. Liz) dSa 
bY 


vs 


(me—l) 
% vhf @[G,(Y.A)]z,(A)dS, = 9,(¥). 
5 


Les équations (2), (3), (4) forment un système de Fredholm qu'il 
s’agit d'étudier. 


3. Lemme. — Se 5,, 5,, =, satisfont au système [(2) à (4)| homogène 
(f/f, = 9%, —=0o) et ne sont pas identiquement nuls ensemble, la fonction u, 
donnée par (1) nest pas identiquement nulle dans . 


Supposons 4, nul dans tout @; on va voir que ¢,, 5,, 7, sont iden- 
tiquement nuls. 

Dans &., 4, satisfait à F(u,)=o et est nul sur la frontière G; si 6, 
n'est pas borné, u, s’y annule aussi à l'infini de facon exponentielle ; 
done u, est identiquement nul dans &,, d'après la condition (3) (§ IV). 
Un raisonnement déjà fait (K IV, n° 3) prouve alors que +, — 0. 

Nous sommes ainsi ramenés à une proposition déjà traitée en étu- 
diant le problème de Dirichlet ("); le fait que &, peut n'être pas borné 
n'empêche pas le raisonnement de s'appliquer. Done ¢,= 5, —o et 
le lemme est établi. 


(') B,§ V, théor. 4, p. 227. Les hypothèses plus larges où nous nous placons 
ict n'empèchent pas les raisonnements et sont valables aussi pour le problème 
de Dirichlet. 


EES OW RA 
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4. Equations relatives à d’autres problèmes. — En mème temps que 
le problème proposé, nous devons en considérer trois autres. 

Tout d'abord, nous devons considérer le problème de trouver une 
fonction uw, définie dans @, satisfaisant à l'équation (7) (§ IV), pre- 
nant sur S les valeurs Ans J.(Y) et telle que sur &, Z(#,) = 9, 
Jf, et ®, étant continues. En procédant comme il vient d être dit, on 
est conduit aux équations 


my) 
(A) Ws.(X)=— uf G(A. X)o,(A) dV, 
Un—1) 
Æ a @[ GCA, Afi a,( A) dS, 
5 


a —1) 
+ an f Cid, KATES, 


(6) cea af VEX VAX Naa 


\wi— 1) 
ii aie f (XD O[G”(A, X)]ox(A) dS 


(m—t 
ae aie | LIN) GPCANX ) 7, (A) aS, 0: 
re 
(7) ga(Y ) — af G(A, Y) p.(A) dVq 


3 (7 —1) 


anf @[G,(A, Y)]o(A) dS, 
ro] 


1 — 1 
+ anf CAL do) Palen aaa on fe eS 
CG 
(8) ev xf ZLG(A. Y)]os(A) dV 


(m—1) . 
— anf Z\ @[G,(A, Y)]! 0, (A) dS 
SS i : 


ont — 1) 
cs aif LIGA VITE LA) SL 2 eyeyy. 


Nous considérons encore la question de trouver une fonction #, 
wee Toe eae peters | 
définie dans &, + G., satisfaisant à l'équation *(u,) =o, s’annulant 


ase sw a >. Vee 
+ {#1 Pent pat af” 


CI +: té (FAT afudt > 


G(X, AYA BAYA, 

af Be 1 << J 

*h niv 6 he GR Many 
ds oe 


sy eat 


tie 


AE ue 
+2 af HG DEEE 


any 
G(X, A)x(A)9,(A) dV, 


ex (X) = ce 
im—1) 
æ se Givi(X. A )o, (A) dS, 
s s à 4 i 


(mi—1) : 3 : 
aie ff ALGM(X, A] A) ds = 0. 


v 


tm) 


ve 4 CT A IZUA) CAD AV à 


(m= f) 
nf 8[G,(Y. A)]o,(A) dS, 


ua) 


(was yi af G(T. Aj z(A)p.(A)d\, 


fn — 11 
aah f YA TetA) dS. 
ro 
ami — 1) 


à | Z[G)(Y. Az (A) Si 0, (Y). 


: res li + 


Pt , 
hiewnr -poveb ened moire ad 
_ 
eat ab. > 


o) - We 
CRE [ À 


o y bs J 

eee F : 
HRRNMTI EE ke 44 

» JE i 


‘in — |) ’ | | 
re of @'Z[G,CY. A]! r (A) dSi=f(Y). 


Le dernier problème, dont nous nous abstiendrons d’écrire les | 
équations, est de trouver une fonction uw, définie dans &, + &,, s’an- 
nulant à l'infini de façon exponentielle, et telle que G(u,)= 0 dans | 


(6+ 6,,Z(u,)=/, sur $, u, = 9, sur 6, /, et 2, étant des fonctions 


continues données. 


a 


5. Lemme. — Les systèmes [(6) à (8)] et [(10) à (12)] 


homogènes 


(fa = Dr = fy = 9, — 0) ont le méme nombre de solutions linéairement 


indépendantes. 


EST 
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En effet, dans le système [(6) 4(8)], les équations (7) et (8) peuvent, 
en tenant compte de (6), étre remplacées par 


(7) 
(7 bis) o,(Y) — ir f GPI(A, Y)o,(A) dV, 
(7 —11) 
aay 4 OGM Te AE 


(m—1) 
+ 2À “he Grp (A, Y)t.(A) dS4 Ur 
Pe 


(un) 
(Sbis)  r,(Y)— ir f Z[G (A, Y)]p.(A) dV, 


(7—1) 
ni fi Z) O[Gyp(A, Y)]}o,(A) dS, 
Ss É d 
(7 — 1) 
+a f FPG (AS YVIRTA dS, etry: 
Pe 


De même, en tenant compte de (10), on peut remplacer les équa- 
tions (11) et (12) par 
1) ; 
(ri Dis) _o,(Y) — wf @[ G”'CY, AY] v(A) 03(A) dV 


(7i— 1) 
at [ O[ Gap (Ye A) ]oy( A) dS, 
Ss 


On—1) : 
20 À [ O!7Z[G.,.(Y, A}] tai A) TNT AE 


JE 
(12 bis)  +7,(Y) — wf GAYS A)y(Ayo,(AydV 5 


(m1—1) 
20} fi Grp (TA) a LA) ay 
(m—1) 
+ 2% 1 LEGO A) ta) QT), 


ae + . = a SES 

Il suffit maintenant de prendre pour inconnues 20, 265, 127%, 

iV27; au lieu de oy, 53, 72, 7; pour arriver à deux systèmes associés : 
le lemme en résulte. 


6. Lemme. — Les problèmes homogènes relatifs à u, et à uy 


(fi LÉ Q: D» 0) 
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ont le méme nombre de solutions linéatrement indépendantes; chacune 
de ces solutions est donnée par le système de Fredholm correspondant. 


Soit g le nombre des solutions linéairement indépendantes du pro- 
blème homogène relatif à w,, et soit r le nombre analogue pour u.. 
Nous allons d abord prouver que g<r. 

Soit, en effet, uw, une solution du problème homogène. La formule 
de Green prouve que 


. (mn) 
(13) ir f Gi'(X, A)y(A)u, (A) dV, 
@ 
im—1) 
% ih G,(X, A) Of, (A)] dS, 
s 


m— 1) , > z Ye 
2 Mr 5 j w(X) (X dans @). 
— AREA. f ST 
A ii Z[G,(X. A)]u,(A) dS, a IX dons 4, SET 
Cela nous prouve que les fonctions 


! a (nit) 


| p:(X}== à | Gr-0(X, A)y(A) ui A)dV,, 
@ 


A | o,(¥)—=— 2" Of uv, (Y)]. 


(tat hs 2 ut) 


composent une solution du système [(10) à (12)| homogène, et cette 
solution n'est identiquement nulle que si u,(X) l’est. 

Donc q est au plus égal au nombre des solutions linéairement indé- 
pendantes du système [(10) à (12)] homogène. Ce dernier est égal au 
nombre analogue pour le système [(6) à (8)] homogène (u° 3), done 
au plus égal à r (n°3). 

Ainsi gr. Mais en échangeant les rôles des deux problèmes, on 
prouve que r <q. Done g =r et le lemme en résulte. 


7. THéoRÈME. — Quand le problème relatif à u, est soluble pour les 
fonctions données f,, 2,, toutes ses solutions sont données par les équa- 
tions (1) à (4). 

Le seul cas où il y ait lieu à démonstration est celui où le nombre 
qu'on vient de nommer g est positif, car si g=o, le système de 
Fredholm [(2) à (4)]a une solution et une seule. 

Si g > 0, les conditions nécessaires et suffisantes de solubilité du 
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système [(2) à (4)] sont que pour toute solution du système de 
Fredholm homogène correspondant à w,, on ait 


(n—1) (m—1) 
if fo, aS = pit. AS = 0: 
Ss G 


Ces conditions sont donc évidemment suftisantes pour l'existence 
de w,; leur nécessité résulte de la formule de Green qui donne 


(77 —1) (m—1) , 
"0 PES — f Die UD == Oy 
o G 


ce qui équivaut aux conditions ci-dessus, d’aprés les formules ana- 
logues à (14). 


8. Remarque. — Si F(u,), au lieu d’être nul, doit être égal à une 
fonction donnée A(X) continue (L), on trouve que les conditions 
nécessaires et suffisantes pour l’existence de w, sont 


in) (7—1) (a—|) 
i hu, d\ +f Sf, Z(u,) dS — [ DU AS == 0; 
® : 5 5 


LA) 


pour toute fonction w, satisfaisant au problème homogène relatif à G ; 
cela fait donc g conditions. La démonstration est semblable à celles 
qui ont été données pour les problèmes de Dirichlet et de la chaleur. 


Addition. 


Cette addition est destinée à résoudre une objection qui pourrait 
être faite à deux passages du Mémoire précédent où l’on s’appuie sur 
la solution du problème de la chaleur précédemment donnée relati- 
vement à un domaine homothétique d’un domaine fixe dans un rap- 
port assez petit ('). 

Dans cette solution, on prouve bien que le système de Fredholm 
formé fournit une solution et une seule du problème, mais nullement 
que celui-ci n’admet pas d’autres solutions ne pouvant pas se mettre 
sous la forme d'une somme de deux potentiels tels que ceux dont on 


(') C, p. 380 à 384. 
Ann. Ec. Norm., (3), XLVI. — Aout 1930. 34 
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se sert dans cet endroit. D’autre part, on peut conclure d’un théorème 
géneral (§ IV, n° 10), que si un probléme de la chaleur a toujours une 
solution (c’est-à-dire quels que soient le second membre et les valeurs 
données sur'8), il-n’en a jamais qu’une; mais cette conclusion n’est 
valable que moyennant des hypothèses plus restrictives (SIV, n°6). 

On peut alors objecter ($1, n° 3) que les limitations trouvées dans 
la recherche de G(X, A), au cas où les a,.3, 6, et c sont seulement sup- 
posés continus (L), ne s'appliquent peut-être pas aux dérivées 
secondes de la fonction qu’on a en vue. L’objection tombera d’elle- 
mème si l’on remarque que, dans ce passage, on considère un pro- 
blème de la chaleur relatif à une équation dont les coefficients sont 
des polynomes, et pour laquelle donc on peut ($ IV, n° 10) affirmer 
que la solution est unique. 

En second lieu (§ HI, n° 5), on peut objecter à la démonstration 
relative à l'existence des dérivées de certains ordres pour les solutions 
des équations non linéaires, que la continuité des dérivées troisièmes 
de w n’est pas suffisante pour les identifier avec les dérivées secondes 
de la solution d’un problème de la chaleur relatif à l'équation ( 


> do f 
y.3>——_ =f. 
2.3 frere arg 


formée à cet endroit, car il est seulement démontré que les 4, 4 ont 
des dérivées continues, ce qui est insuffisant pour appliquer la théorie 
générale. On répondra à cela que la continuité des dérivées des ay.4 
suffit pour appliquer une certaine condition d’unicité ($ IV, n° 5), qui 
se trouve remplie ici pour un domaine assez petit dans toutes ses 


dimensions, en prenant 
0 


fh a Fag or Li — L?(O, X)]. 
L, étant supérieur au maximum de L(O,X); ce choix résulte d’un 
procédé général de M. Picard. 

La solution de cette dernière objection montre toutefois que, dans 
un exposé d'ensemble, ce qui concerne les équations linéaires, y com- 
pris le problème de Dirichlet, le problème de la chaleur et le problème 
mixte, devrait précéder tout ce qui regarde les équations non linéaires. 


OA a —— 


SUR 


LA REPRESENTATION DES AIRES 


MULTIPLEMENT CONNEXES 


Par M. C. ne LA VALLÉE POUSSIN (#) 


I. — Considérations prélimiuaires. Position du problème. 
4. Opset ET concLusions pu Mémoire. — On sait depuis longtemps 


qu’une aire à connexion double, par exemple une aire annulaire 
comprise entre deux contours simples C et C,, l’un intérieur à l’autre, 
peut être représentée d’une manière conforme sur l’aire de même 
nature, comprise entre deux circonférences concentriques de rayon 
convenablement choisi. | 

On doit à M. Schottky (?) un important Mémoire sur la représen- 
tation conforme des aires à connexion multiple, qui met en lumière la 
liaison de ce problème avec les propriétés des fonctions algébriques. 
On n’y trouve cependant pas une généralisation naturelle du problème 
que nous venons de rappeler. C'est cette généralisation que nous nous 
sommes proposé de réaliser dans le présent Travail. 

Donnons le nom de cassiniennes aux courbes que l’on obtient en 
égalant à une constante « le module d’un polynome P(u) de degré na 
racines distinctes. A chaque polynome P(w)s’attache donc une famille 
de cassiniennes. Une cassinienne | P(w)| = est formée d'une seule 
branche fermée si « est suffisamment grand, mais elle se compose de 


(') Un résumé de ce Mémoire a paru dans les Comptes rendus de | Aca- 
démie des Sciences, t. 190, n° 13, 31 mars 1930, p. 782-783. 

(2) Scuoreky, Conforme Abbildung mehrfach susammen hängender ebener 
Flächen (Journal de Crelle, t. 83, 1877, p. 300 à 351). 
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plusieurs contours fermés séparés si « est suffisamment petit. Chacun 
de ces contours séparés n’est qu’un fragment de la courbe algébrique. 
Mais il convient, dans notre théorie, de considérer chaque contour 
fermé comme une courbe distincte et nous donnerons dorénavant.le 
nom de cassiniennes à chacun de ces contours isolément. 

On conçoit qu'une aire D d’un seul tenant et à connexion multiple 
soit limitée par un nombre plus ou moins grand de cassiniennes atta- 
chées à un même polynome P(w), l’une extérieure et les autres com- 
prises dans la première. Nous conviendrons de dire, dans ce cas, que 
l'aire D est attachée au polynome P(u). 

Le théorème sur les aires doublement connexes rappelé au début 
affirme qu'une telle aire est représentable sur une aire attachée à un 
polynome du premier degré, pourvu que les cassiniennes soient con- 
venablement choisies. En effet, les cassiniennes attachées à un 
polynome du premier degré sont des circonférences concentriques. 

De même, nous verrons qu'une aire à connexion triple est repré- 
sentable sur une aire convenable, attachée à un polynome quelconque 
du second degré. 

La généralisation s'étend à tous les ordres de connexion. Une aire 
bornée A, comprise entre un contour extérieur C et n contours internes 
Ci, Cy, ..., C, et qui est, par conséquent, de l’ordre n +1 de con- 
nexion, est représentable, avec correspondance des contoursextérieurs, 
sur une aire convenable attachée à un polynome de degré n. Mais ce 
polynome n’est plus quelconque, il doit être choisi dans une classe 
restreinte, et les polynomes d’une même classe sont ceux dont les 
racines forment des figures semblables. Nous dirons que l’arre A 
appartient à cette classe de polynomes (ou encore à chacun d’eux). 
Ainsi, deux aires A et A’ ne sont représentables l’une sur l’autre avec 
correspondance des contours extérieurs qu'à la condition, nécessaire 
mais non suffisante, d’appartenir à la même classe de polynomes. 

_ Notre analyse fera correspondre à une aire bornée A de l’ordren +1 
de connexion un système de n nombres À,, À+, ..., An que nous 
appellerons ses indices. Ces nombres précisent les cassiniennes que 
l’on doit faire correspondre à chacun des contours internes de l'aire A, 
mais ils correspondent eux-mêmes aux diverses racines du polynome 
P(u). Pour que deux aires A et A’ de la même classe soient repré- 
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sentables l'une sur l’autre avec correspondance des contours exté- 
rieurs, il est nécessaire et suffisant qu’elles aient les mêmes indices 
et que les mêmes indices correspondent aux mêmes racines du 


polynome P(w). 


2. PosiTION DU PROBLÈME ANALYTIQUE. — Le problème que nous venons 
de poser se traduit par des relations analytiques simples et précises. 
Soient z la variable complexe qui décrit l’aire A et wv la variable corres- 
pondante qui décrit l’aire D attachée au polynome P(w) de degré n. On 
suppose qu’elles font correspondre les contours extérieurs de A et 
de D. Ces deux variables wu et 3 sont donc fonctions uniformes l’une 
de l’autre, et, par conséquent, le polynome P(w) est aussi une fonction 
uniforme de 3. Nous pouvons poser 


Play FP (59: 


_Le module de F(z) sera constant sur chacun des contours C et C,de 
l'aire A, puisque celui de P(w) demeure constant sur les cassiniennes 
correspondantes. 

Réciproquement, si l’on peut définir la fonction F(s) et le poly- 
nome P(w) de manière à satisfaire aux conditions suivantes : ; 


1° Le module de F(z) est constant sur chacun des contours C et C, 
de l’aire A et il est maximum sur le contour extérieur C; 

2° L’équation P(u) = F(z) établit une relation bicontinue et biuni- 
forme entre = et w quand z varie dans A, 


il est clair que le probleme sera résolu. On voit, de plus, qu'il ne 
peut l’étre que moyennant ces deux conditions. 
Pour réaliser ces deux conditions, nous décomposons |’équation 


précédente en deux autres, 


ete LC ate, 


que nous étudions d’abord séparément. 

Un premier paragraphe (§ II) est consacré à l'étude de l'équation 
P(u) =Z qui est algébrique. Nous développons certaines démonstra- 
tions de la méthode des lacets, quoique ayant un caractère classique, 
parce que les mêmes raisonnements doivent être repris peu apres, 
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dans des conditions plus délicates, à l’occasion de la seconde équation 
qui n’est pas algébrique. 

Le paragraphe suivant ($ III) a-pour objet la construction de la fonc- 
tion F(z) et le paragraphe IV reproduit, pour l'équation F(3)=&, une 
analyse analogue à celle qui a été appliquée à l’équation algébrique 
Péri 

Enfin, dans le paragraphe V, nous pouvons résoudre le problème 
posé et énoncer les conclusions résumées ci-dessus. 

Nous avons trouvé expédient de commencer par admettre d’impor- 
tantes restrictions qui simplifient les démonstrations, mais que nous 
faisons disparaitre après coup. 

Nous supposons d'abord que les contours C et C, de l'aire A sont 
tous analytiques et dépourvus de toute singularité. Nous admettons 
encore que les dérivées des deux fonctions P(w) et F(z ) n’ont que des 
racines simples dans les aires envisagées et qu’elles n’en ont aucune 
sur les frontiéres. Les restrictions relatives aux racines sont levées 
dans le paragraphe VI et celles relatives aux contours le sont dans un 
dernier paragraphe, qui étend la théorie à tous les domaines ouverts 
quelles que soient leurs frontiéres. 


II. — Propriétés de l'équation algébrique P(u)— 


3. Points CRITIQUES ET LACETS. — Soit P(w) un polynome de degré n à 
racines distinctes; considérons l'équation algébrique 


(1) Pui =f, 


qui définit une fonction implicite u dec. Cette équation est irréductible, 
car P(w) —Z étant premier degré en Ÿ ne peut être le produit de 
deux polynomes en ©. Les x racines u,, us, ...,u, de l'équation (1) 
sont distinctes, sauf si l’une d’elles annule le AC dérivé P'(u), 
auquel cas il y a des racines égales. 

Nous supposerons que les racines de P (u) sont distinctes et nous dési- 
gnerons ces n — I racines par w,, ©, ..., &,_,. Ce sont des nombres 
indépendants de ©. 


Les n racines u,,u:, …., u, de l'équation (1) sont différentes, sauf 
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pour les n— 1 valeurs de C: 
Gi P(@;); t= Pa) ). CRE fui Pl ayy): 


On s’assurera bientôt que ces n — 1 valeurs sont distinctes. Ce sont les 
nm—t points critiques à distance finie de la fonction uw. Le point? = x 
est critique aussi, mais nous n’aurons pas a nous en occuper dans 
notre étude. 

Donnons-nous, dans le plan 2, un point £, (non critique) et joi- 
gnons-le à chacun des points critiques distincts respectivement; par 
des lignes L,, L,, ... qui se suivent dans un ordre déterminé 
autour du point{, et ne doivent ni se recouper, ni se rencontrer. Cha- 
cune de ces lignes définit un lacet et nous supposerons ces lacets 
numérotés dans l’ordre où on les rencontre en tournant autour du 
point ¢, dans le sens direct. Pour décrire le lacet L, on part du point£es 
on décrit la ligne L, puis une circonférence infiniment petite autour du 
point critique où elle aboutit, et l’on revient au point ¢, par le mème 
chemin. ; : 

Soient a, b,c, ..., /la suite des valeurs, toutes différentes, de u au 
point ¢,. Si ¢ décrit un lacet Let que l’on suive par continuité la 
valeur de wu le long du lacet à partir de l'une de ces valeurs initiales, la 
valeur finale de wu appartiendra encore à la même suite de valeurs. Si 
cette valeur est différente de la première, nous dirons que le lacet 
permute ces deux valeurs. et 

Nous supposons connus deux principes classiques : 


1° L’équation (1) étant irréductible, on peut passer par continuité 
d’une valeur initiale quelconque à toute autre en faisant décrire à ¢, 
de %, à {,, un chemin fermé approprié. 

2° Tout gircuit fermé mené de % à { peut se réduire à un ou plu- 
sieurs lacets consécutifs sans altérer la valeur finale de # parce que 
cette réduction s'obtient par une déformation continue de la ligne 


sans traverser de point critique. 


2 > à à x , , 
Le théorème suivant s’appuie sur ces deux principes. Ce n'est qu'un 
cas particulier d'un théorème classique ('). Mais il est utile d’en déve- 


el Oe a ee ee ant 
(+). Cf..E. Picarp, Traité d'Analyse, t. Il, 3° édition. Chap. NHL, § 3 : Des 


12% 
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lopper ici la démonstration, car elle sera reprise dans des conditions 
plus complexes à l’occasion d’un problème non algébrique et non 
analytique. é 


4. SYSTÈMES CYCLIQUES DE LACETS. — THÉORÈME : Sc, parmi les n valeurs 
de u at point initial C,, on en choisit arbitrairement une, par exemple a, 
on peut construire un système de lacets correspondant qui sera CYCLIQUE, 
c’est-à-dire tel que si © parcourt tous les lacets consécutifs dans leur ordre, 
la fonction u, débutant avec la valeur choisie a, repasse par le point se. 
avec une nouvelle valeur après chaque lacet et prenne ainsi successi- 
vement, en ce point, les n valeurs initiales a, b,c, ..., 1, ce qui exige 
qu'il y ait n — 1 lacets exactement. 


Nous avons stipulé (n° 3) que la dérivée P’(w) n’a que des racines 
simples. Om sait que, dans ce cas, tous les lacets sont binaires, c’est- 
à-dire qu'ils ne permutent que deux racines seulement. Si l’on par- 
court deux fois consécutivement le même lacet, on revient à la racine 
du début. , | 

Nous allons montrer que si la suite des lacets L,, L,, ... ne forme 
pas un système cyclique quand on débute avec la racine a, on peut le 
rendre cyclique pour cette lettre en répétant un nombre suffisant de 
fois une opération élémentaire que nous appellerons une éënversion, 
parce qu’elle renverse l’ordre de deux lacets consécutifs. Voici en quoi 
consiste exactement cette opération. 

Considérons deux lacets consécutifs (1) et (2). L'inversion consiste 
à remplacer le lacet (1) par un autre lacet (1’) contournant le même 
point critique, mais consécutif au lacet (2) qu'il doit donc éviter en le 
tournant, de telle sorte que le lacet (2) est enfermé dans le contour 
fermé formé par (1) et (1’). Le nouveau lacet (1') qui remplace (1), 
mais qui est rejeté après (2), est équivalent à la suite des trois lacets 
(2) +(1) + (2), d'où se déduit aisément la permutation qu'il produit. 
On constate que : 


1° Si(1) et (2) permutent les deux mêmes lettres ou des couples de 
lettres différentes, (1') permute les mêmes lettres que (1); 


ee es ee tod, ROE OO iS 1, VERS D DST AT EN NENAUR 


Surfaces de Riemann (n° 1%), La différence des énoncés est due au rôle du 
point £ — co. 
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2° Si (1) et (2) permutent une seule lettre commune, (1 7) permute 
les deux autres lettres. 


La répétition des inversions permet, en modifiant le tracé des lacets, 
de faire progresser vers la tête de la suite ceux qui permutent la lettre a, 
mais il y a quatre cas à distinguer. Considérons, en effet, deux lacets 
consécutifs L,_, et L, dont le second, par hypothése, permute a; 
quatre combinaisons sont possibles : 


1° Si L,_, et L, ne permutent aucune lettre commune, |’inversion 
_ fait avancer L, d’un rang et le remplace, à son rang, par L,_, qui ne 
permute plus a; 

2° Si L,_, et L; permutent tous deux a, mais avec des lettres diffé- 
rentes b et c, l'inversion fait avancer L, d’un rang et le remplace, à son 
rang, par L,, qui ne permute plus a; 

3° Si L;_, et L, permutent une même lettre b, le premier avec c et 
le second avec a, l’inversion remplace L,_, par Lj. , 
mute ac, on revient au cas précédent; 

4° Si les deux lacets produisent la même permutation ab, alors l’in- 
version n’y change rien. 


qui suit L, et per- 


Il suit de ces observations qu’en répétant, de proche en proche, un 
nombre suffisant d’inversions, on peut, s’il n’y est pas d'avance, faire 
progresser au premier rang le premier lacet qui permute la lettre a. 
Le second lacet qui permute a peut, de méme,*s’amener au second 
rang; ensuite, sauf s’il produit la même permutation que le premier, 
il peut être remplacé par un lacet qui ne permute plus la lettre a. En 
poursuivant ce processus visant la lettre a, nous finirons par avoir en 
tête un certain nombre de lacets permutant a avec la même lettre, 
suivis d’autres ne permutant plus la lettre a. La lettre qui se permute 
en tête avec a peut changer au cours des opérations ; supposons que ce 
soit finalement la lettre 6. Nous recommencons alors sur les autres 
lacets, mais en visant cette fois la lettre b, la même série d'opérations. 
Nous obtenons ainsi une suite de lacets permutant la lettre 6 avec une 

mème lettre c, suivis d’autres lacets ne permutant plus nia ni b. Nous 
agissons de même envers la lettre c et nous continuons ainsi de suite. 
ct os nous aurons une suite de lacets consécutifs, les premiers 
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permutant ab, les seconds be, les troisièmes cd, etc. Or, aucune lettre 
ne peut être omise, etcomme il yavlettres, il faut m — 1 lacets. Comme 
il ne peut y en avoir davantage, chaque permutation se rencontre une 
fois et une seule, donc le système est cyclique. Le cycle mène de la 
première à la dernière racine; il se fermerait par un lacet supplémen- 
taire entourant tous les autres (ou le point 3 — æ), qui raménerait à 
la première racine. 


5. Tuéonème. — Si l’on se donne à priori, dans le plan €, n — 1 points 
critiques Ci, Cx, ..+,%,-1, tous différents de zéro, et un système den —1 
lacets correspondants L,, La, ..., L,_,, de même origine Co, on peut 
construire un polynome Q(u) de degré n, tel que l'équation Q(u) =C 
admette ce système de lacets comme système cyclique. 


Donnons-nous d’abord arbitrairement un polynome de degré n à 
racines distinctes | 

- P(uw)=(u—a,)(ut — ag)... (U — an), 
dont la somme a, + a, +... des racines soit nulle, tel encore que le 


polynome dérivé P'(u) ait ses nm — 1 racines @,, Ws, ..., w,_, distinctes 
aussi ('). La fonction wv de ¢ définie par l’équation 

(1) Pr) =t 

admet les m — 1 points critiques distincts et non nuls (puisque P n’a 
pas de racines multiples) 


— D = 
PO À = Lis} we Gas Ri: 


D'après ces hypothèses, les racines a de P(w) et celles w de P’(w) sont 


ney PTE Es re 
liées aux valeurs critiques €,, &, ..., C,_, par le système de 2n—1 
équations (F=1, 2,...,m—1 
| CRE) RO A= CT. 
1 1 
(9) { t + ==) 
| Dh A Ok— A, Gk— Ay É 


His so ln 0. 


(!) Cette condition sera réalisée si les racines (distinctes) « sont réelles. 
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Appliquons le théorème précédent. L’équation (1) admet un système 
cyclique de lacets de même origine €, que les lacets L. Désignons-les 
par A,, A,, ..., A, , et numérotons les valeurs initiales 1S HER 
uw), de u dans l’ordre où les lacets À consécutifs les permutent. 

Revenons maintenant au système (2). C’est un système de 27 — 1 
équations entre les 2n — 1 racines a,, ay, ...,a,eto,, Woy ..., Wn 
d'une part, et les valeurs critiques &,, %,, ..., C,_, d’autre part. Nous 
pouvons donc considérer ces 2n — 1 racines de P(w) et de P’(u) comme 
des fonctions des valeurs ©, et faire varier ces paramètres. 

Si nous faisons varier les €, d’une manière continue, mais en 
excluant l'égalité de deux d’entre eux et leur annulation, je dis que 
chacune des racines a de P(u) et chacune des racines w de P'(u) 
variera d’une manière continue et restera distincte d’une autre racine 
du même polynome, de telle sorte que nous pourrons les suivre indi- 
viduellement par continuité. 

En effet, les €; n’étant pas nuls, P et P’ n’ont pas de racine com- 
mune, donc celles de P sont distinctes entre elles. Celles de P’ le sont 
aussi, puisque les ¢, sont maintenus inégaux. Il reste encore à montrer 
que ces racines sont bornées dès que l’on assigne aux paramètres | Z| 
une borne supérieure M. Il suffit évidemment de faire cette preuve 
pour les racines a de P. 

À cet effet, considérons la cassinienne 


PEC] SM? 


Elle est formée d’un seul contour enfermant toutes les racines de P. 
Tel est, en effet, son cas pour M infiniment grand, et quand M décroit, 
la courbe ne peut se scinder que quand M passe par une des valeurs | ¢,|, 
auquel cas le point ¢, est multiple ('). Enfin cette cassinienne est de 
dimensions bornées. On s’en assure en observant qu'un cercle de 


rayon (M qui a son centre en un point w intérieur à la courbe, où 
done | P(w)| est < M, doit contenir au moins une racine a de P, sinon 

À 1 rer é 
P(w) serait le produit de x facteurs u — a de modules > yM et serait 
lui-même de module > M. Il est donc impossible de construire plus 
de n cercles de ce rayon, sans points communs, centrés sur des points 


(1) Le mème raisonnement est repris en détail au n° 14. 
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intérieurs à la courbe. On en conclut que la distance de deux points 
de la courbe, à fortiori celle de deux racines a, et à fortiort encore les 
modules de ces racines (leur distance à l’origine, qui est leur centre) 


ne peuvent surpasser la borne n VM. 
Portons maintenant notre attention sur la variation des racines 4,, 
Uy, ..., U, de l'équation 


(1) . P(u)—£, 


variation qui dépend à la fois de celle de & et de celle des paramètres ¢,, 
C., ..., C1. Supposons qu'au fur et à mesure que les points cri- 
tiques C, se déplacent dans le plan €, les lacets correspondants A, se 
déforment d’une manière continue sans jamais se recouper entre eux. 
Les racines u,, Us, ..., u, de l'équation (4) varieront d’une manière 
continue en même temps que les coefficients de cette équation. Elles 
demeureront distinctes tout le long d’un lacet A;, sauf au seul point 
critique ¢, où deux racines seulement sont infiniment voisines et con- 
tinueront à se permuter. Il suit de là que cette déformation continue 
des lacets ne peut altérer leur caractère cyclique. Or nous pouvons, 
par une déformation continue qui respecte ces conditions, amener, 
dans leur ordre, chacun des lacets A,, A., ... en coincidence avec le 
lacet L,, L,, ... de même indice. En même temps, les racines a,, 
a,,..., an de P(w) tendent vers des limites finies et déterminées b,, 
b,, ..., 6, et le polynome P(u) tend vers le polynome-limite 


Q(u)=(u—b,)(u —0b,)...(u —0b,). 


Ce polynome répond à la question : il admet le système des lacets L 
proposé comme système cyclique. 


6. SYSTÈME CYCLIQUE DE COUPURES. —— On sait que les diverses branches 
Uy, Us, ..., U, de la fonction u définie par l'équation 
P(«u = 


peuvent être séparées et rendues uniformes par des coupures conve- 


nables tracées dans le plan ¢. Nous allons démontrer la proposition 
suivante : 


my 
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A tout système cyclique de lacets A,, Ay, ..., A correspond un sys- 
tème cyclique de coupures L,, Ly, ..., L, 1, et réciproquement. 


De chacun des points critiques €,, &, ..., f,_, tracons une ligne L,, 
Lz, ..., L,_,, qui s'éloigne à l'infini sans se couper elle-même, ni 
rencontrer les autres lignes et les lacets. Ces lignes constituent les 
coupures et les coupures se suivent dans le même ordre que les lacets. 
Ne nous occupons plus des lacets et faisons varier © dans le domaine 
limité par les coupures. Chaque valeur initiale uv’, uw’, ..., u® au 
point €, définit une branche correspondante de la fonction wu qui est 
uniforme dans ce domaine, puisque € ne peut plus tourner autour 
des points critiques. Chaque branche est, de plus, continue, sauf 
peut-être sur une ou sur deux au plus des coupures, car il peut arriver 
qu’elle prenne des valeurs différentes sur leurs deux bords. Si l’on 
suit la fonction w sur un chemin fermé allant de €, à C, et traversant 
une seule coupure L,, ce chemin est équivalent à la description du 
lacet de même indice, donc la traversée de la coupure permute les 
deux branches dont le lacet permute les valeurs initiales. L’échange 
des branches se fait par la traversée des coupures suivant la même loi 
cyclique que celle de leurs valeurs initiales par la description des 
lacets. Nous dirons que ce système de coupures est aussi un système 
cyclique. Ainsi, à tout système cyclique de lacets À correspond un 
système cyclique de coupures L. 

Réciproquement, si l’on donne un système de n—1 coupures L 
dans le plan £, on peut construire un système de lacets À ne rencon- 
trant ces coupures qu’au point critique correspondant, et si le pre- 
mier système est cyclique, le second le sera aussi. 

Le théorème du numéro précédent est done équivalent à celui-ci : 


7. TnéoRÈME. — Étant donné un système de n — 1 coupures dans le 
plan ©, on peut construire un polynome P(u) de degré n, à racines dis- 
tinctes, tel que l'équation P(u) = Ÿ admette ce système de coupures comme 


système cyclique. 


8. TuéorèmE. — Sotent P(u) et Q(v) deux polynomes de degré na 
racines distinctes. St les variables u et v sont liées entre elles par une solu- 
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, 


tion de l'équation À 
, P(u)=QirE , 


établissant une correspondance bicontinuc et biunt forme entre les points 
des deux plans u et ¢, les variables u et v sont liées entre elles par une 


trans formation linéaire ¢ = pu + q. 


Décomposons les polynomes P(u) et Q(«) en facteurs linéaires; la 
relation proposée prend la forme (/ constant) 


(e— b,)(¢ —6,).... (9 — 6,)= hla —a,)(e—a,)...(e— a) 
Si u tend vers une racine a, de P(u), cette relation exige que ¢ tende 
vers une racine correspondante 6, de Q(«) et le quotient 


p — b, 


u—a, 


tend, par conséquent, vers une valeur finie 


(a; — a,) (@,— 43). 


er: ul 


Donc le quotient précédent est une fonction continue et uniforme 
de u dans tout le plan. 
La même relation exige que + augmente indéfiniment avec uv. Or on 


en tire 
p — a): pe U4, ¢—b, 6 — D, 
— = = À « cee La sx 
u—a, u—a, u—a, 0 — b, 6 — db, 


Donc le second membre de cette nouvelle relation tend vers h 
quand uw, ete avec lui, tendent vers l'infini, et le premier membre, 
étant borné dans tout le plan, se réduit à la constante Aen vertu du 
théorème de Liouville. Soit donc #’ une racine n°" de A: on tire de 
l'équation précédente 


D = —a,)r 


ce qui est une relation linéaire de la forme indiquée. 
Ce théorème ne fait aucune hypothèse particulière sur les racines 
des polynomes dérivés P’ et Q’. 


ae 
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Ili. — Construction de la fonction F(:). 
9. DÉFINITION DE L’arRE A. — Soit À une aire bornée, d’un seul 


tenant, à connexion d’ordre n-+1, limitée par n-+1 contours fermés 
simples, un contour extérieur C et n contours intérieurs au pré- 
ecaent, Ge up C, Sans points communs. Tous ces contours sont 
supposés analytiques et exempts de toute singularité. Ils sont donnés 
dans un plan dont les points seront définis par une variable complexe 


s= 2+ 41, 


rapportée à deux axes Ox et Oy. 


10. FoncTIONS HARMONIQUES FONDAMENTALES ET LEURS ASSOCIÉES. — Défi- 
nissons » fonctions harmoniques de x et y dans l’aire A, à savoir 


Lhveuhes 2s OUR, 


par la condition que U, prenne la valeur 1 sur le contour C, et s’annule 
sur tous les autres contours, y compris le contour extérieur C. Ces 
fonctions U, dont l’existence résulte du principe de Dirichlet, sont les 
fonctions harmoniqurs fondamentales. 

A chacune des fonctions U, correspond une fonction associée V,, 
qui est définie, à une constante près, dans l’aire A par l’intégrale cur- 


viligne 


Les fonctions U et V sont encore régulieres sur les contours de 
l'aire A et peuvent se prolonger analytiquement au delà, parce que ces 
contours sont analytiques et qu’elles le sont elles-mémes sur ces con- 
tours. Mais les fonctions V ne sont généralement pas uniformes dans 
l’aire A, parce que leur valeur n’est pas nulle sur un circuit fermé qui 
entoure un ou plusieurs des vides circonscrits par les contours C;. 
Un circuit qui enveloppe le seul contour C; est, quant à la valeur de 
l'intégrale, équivalent à ce contour lui-même, car il s'y ramène par 
une déformation continue sans sortir de À. 
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11. PÉRIODES FONDAMENTALES. — Il suit de l'observation qui vient 
d’être faite que la fonction V, est susceptible d’une infinité de valeurs 
différentes en un même point (x, y) selon le chemin suivi pour y par- 
venir. Tous ces chemins se ramènent à un chemin unique et à un 
nombre variable de circuits autour des vides de l’aire A. La fonc- 
tion V, admet donc n périodes distinctes qui sont les valeurs de l’inté- 
grale curviligne correspondante sur chacun des nr contours C,, Ga, .…., 
C, circonscrivant les vides et que nous supposerons parcourus dans le 
sens direct. Nous désignerons par @,;(¢=1, 2, ...,n)lesn périodes 
de la fonction V,, en sorte que : 


wep atk go cote LE 
6) ki — £ Fur — Or dx. 


Cela fait, en tout, un système de n° périodes fondamentales w,;, car 
chacun des deux indices 7, # varie de o An. Voici maintenant un théo- 
rème essentiel : 


TnéorèmEe. — Le déterminant A des périodes fondamentales w,; est 
différent de zéro. 


En effet, si ce déterminant était nul, le système d’équations linéaires 
et homogènes 


Bio Pe @at. EE Pani O (Le enr) 


admettrait un système de solutions 1: non toutes nulles, auquel cas la 
fonction correspondante 


È— Pa \ 1+ He Vi+...+ Ba Va 


aurait-ses 7 périodes nulles. 
Cette fonction V est associée à la fonction harmonique 


U= C0, + LU, +...+ Us. 


qui est constante sur les contours C.. 

Mais la fonction V sera constante aussi sur l’un au moins des con- 
tours C,, celui où la fonction U atteint sa plus grande ou sa plus petite 
valeur dans A. Parcourons ce contour €, sur lequel U est constam- 
ment extrémé, et considérons la dérivée de V sur l’arc et celle de U 


NT 
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sur la normale intérieure; nous avons, tout le long du trajet (*), 


NT. di 


AS NOT, 


Comme U (qui est constant) est constamment extrémé sur C,, sa 
dérivée au second membre est de signe invariable, donc celle de V 
l’est aussi, et V, ne variant que dans un seul sens et ayant une période 
nulle, est constant. 

Or, U et V ne peuvent être tous les deux constants sur C,, car la 
fonction analytique U + 2 V, l’étant alors aussi, serait constante dans 
toute l’aire A. Ceci est inexact, car U s’annule sur C et prend des 
valeurs non toutes nulles sur les autres contours. 


12. TuéorÈmME. — On peut construireune fonction V dont les n périodes 
sont égales à 27. 


Puisque le déterminant A des périodes fondamentales n’est pas nul, 
nous pouvons déterminer z coefficients À par le système linéaire 
À Gui Aa Wait... + AnOni= 27 (Tr ne bu A: 
La fonction V cherchée s'exprime par la formule 
V=A\V,- A. Ve: An Vane 
Nous dirons que les nombres À déterminés par ce calcul sont les 
indices de l’aire A. On va reconnaître au numéro suivant que tous ces 


nombres sont négatifs. On observera pour cela que U-est égal à À, 
sur C, et s’annule sur C. 


43. Tutorime. — La fonction harmonique à laquelle est associée la 


fonction V précédente, et qui est constante sur tous les contours, 


U=A,U,+A,U.4+...+ Un 


atteint et n’atteint dans A sa plus grande valeur que sur le contour exté- 


rieur C. 


(1) C'est l'équation V,=— U quand l'axe Oz est parallèle a ds et de même 


sens, 
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En effet, supposons, par impossible, que la fonction U atteigne sa 
plus grande valeur sur un contour interne C,. Nous aurons, tout le 


long du contour, 


car la normale intérieure à C, est extérieure à l’aire A. Par consé- 


uent, l'équation 
: à dV dU 


CORNE 


prouve que la dérivée de V est négative et que V décroit le long de C;, 
tandis que nous savons que V augmente, au contraire, de 27. 


14. Taéorème. — La famille des lignes U — const., que nous appelle- 
rons lignes de niveau, admet n — 1 points doubles dans l'aire A, ou un 
nombre moindre de points multiples d'ordre plus élevé, formant un 
ensemble équivalent (comme il sera expliqué) à n—1 points doubles, 


mats sous la condition expresse qu'il n'y ait pas de points multiples sur 


les frontières de aire A. Cette restriction, dorénavant admise, ne sera 
levée qu’à la fin du Mémoire. 


La famille des lignes de niveau U = à ne peut présenter de singu- 
larité qu'aux points critiques où U, et U), s’annulent simultanément. 
Comme U est harmonique, un point critique est un point multiple à 
tangentes réelles et distinctes pour la ligne de niveau qui passe par ce 
point. On le vérifie facilement en développant la fonction analy- 
tique U + :V par la formule de Taylor et en séparant le réel et l’ima- 
ginaire. ; 

Les contours C et C, font partie de la famille U = « pour les valeurs 
a =o et a = À, du paramètre. Faisons décroitre ce paramètre à depuis 
la valeur o jusqu’à la plus petite des valeurs À4. La ligne de niveau 
(d'abord en coincidence avec C) va se déformer en se rétrécissant cons- 
tamment. La nature de cette déformation est sous la dépendance du 
principe suivant : la valeur de U est toujours plus petite sur la courbe 
qu'à l'extérieur et plus grande qu’à l'intérieur, égalité exclue, parce 
que la fonction U est harmonique. Suivons la déformation de la courbe 
à partir du contour C. Un point multiple ne peut se produire que si la 


- + ri 
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courbe rencontre un point critique. Or, à cause du principe énoncé, il 
est impossible qu’une branche nouvelle se greffe sur la courbe. Il faut 
donc que deux ou plusieurs points, situés sur des arcs différents de la 
courbe en déformation, viennent en coïncidence au point critique, de 
sorte que, à cet instant, la courbe prend la figure d'un trèfle à plu- 
sieurs feuilles soudées au point critique. Si la courbe rencontrait au 
même instant plusieurs points critiques, il ÿ aurait plusieurs trèfles 
extérieurs les uns aux autres et soudés entre eux. Si le paramètre « 
continue à décroître, les feuilles se séparent et la ligne de niveau se 
scinde en autant de contours fermés différents qu'il y avait de feuilles. 
Ces contours sont extérieurs les uns aux autres et chacun d’eux con- 
tient un vide au moins de l’aire A (sinon U serait constant à l’inté- 
rieur). On peut alors recommencer sur chacun des contours séparés le 
même raisonnement. 

Le morcellement se poursuivant, les feuilles qui ne se scindent plus 
doivent finalement venir en coincidence avec un contour C,; après 
quoi, elles disparaissent de l’aire A et pénètrent dans les vides, où 
leur existence, comme celle de la fonction U elle-même, n’est plus 
assurée que sur le bord. | 

S’il n’y a que des points doubles parmi les points multiples, chaque: 
partage d’un contour fermé se fait en deux feuilles seulement. Il y à 
donc autant de points doubles que de dédoublements nécessaires, 
c’est-à-dire nm — 1.11 n’y en aura pas davantage car, s’il y avait n points 
doubles, le partage se ferait en n + 1 morceaux, et l’un au moins ne 
pourrait pas contenir de vide de l'aire A. 

S'il y a des points multiples d'ordre supérieur, ils comptent pour 
plusieurs points doubles. Un point multiple d'ordre p est le point de 
soudure de p feuilles et compte, par conséquent, pour p—1 points 
doubles. 

Pour simplifier l'exposition, nous supposerons qu'il n'y a que des 
points doubles et cette réserve ne sera levée qu'à la fin du Mémoire 


(§ VI). 


15. Dérinitions pes roncrioxs /(3) Er F(z). — Avec les deux fone- 
tions associées U et V, formons la fonction analvtique de = = x + yu, 
f(z)=U+iV. 
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Comme V comporte une constante arbitraire d'intégration, cette fonc- 
tion comporte une constante additive arbitraire, purement imaginaire. 
Cette fonction f(z) est régulière en tous les points de l’aire A et de 
ses contours, mais elle n’est pas uniforme dans l’aire : elle augmente 
de 2x2 quand z décrit un contour fermé C, (car V augmente de 27) et 
elle augmente, par conséquent, de 2r7+ sur un circuit fermé, tel le 
contour extérieur C, qui enveloppe tous les contours C;. 
La fonction f(z) admet, dans l’aire A, une dérivée 


f'(s) =U, + Vi U,— iU;. 


Cette dérivée a pour zéros les points multiples des lignes de niveau 
U =a. Un zéro d’ordre n de f(z) entraine pour la ligne de niveau un 
point multiple d’ordre n + 1 de multiplicité. On s’en assure aisément 
au moyen du développement taylorien de f(z). Mais nous avons fait 
l'hypothèse que tous les points multiples sont d’ordre 2; donc, par 
hypothèse, cette dérivée admet n — 1 racines simples dans A et, de 
plus, il n’y en a pas sur la frontière. 
Posons maintenant 


F(s)=ef". 
La fonction F(z) sera uniforme dans l’aire A, car les périodes de 
f(s) sont des multiples de 274. On a 


IF(s)1=e; 


par conséquent, le module de F(z) est constant sur chacun des con- 
tours C et C, de l’aire A. Il est égal à l’unité sur le contour C, où U—0: 
ef, sur les‘contours C,, Cs, ..., €,, il prend la suite des valeurs <1 
(car les À sont négatifs) 


da cet... Lee 


Les dérivées de f(z) et de F(z) ont les mêmes zéros au même ordre 
de multiplicité. Done F'(3) admet n — 1 racines simples dans l'aire A 
et n'a pas de racine sur sa frontière. Cette restriction, faite par hypo- 
thèse, ne sera levée qu’à la fin du Mémoire (§ VI). 


16. Tutontme v’uxicité. — La fonction f(s) dont la partie réelle est 
constante sur chacun des contours de l’aire A et dont la partie imaginaire 
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a toutes ses périodes égales à 271, est déterminée par ces conditions à une 
constante additive près. 


En effet, si deux fonctions satisfont à ces conditions, leur différence 
aura encore sa partie réelle constante sur les contours, mais les 
périodes de sa partie imaginaire seront toutes nulles. Dès lors, cette 
partie imaginaire sera constante sur les contours où la partie réelle 
est extrémée (comme dans la démonstration du n° 11); donc la diffé- 
rence en question, étant constante sur une ligne, le sera dans toute 
l'aire A. 

Il suit de là que : 


x 


La fonction F(z) est déterminée à un facteur constant près par 
la condition que son module soit constant sur chaque contour de 
l'aire A et que son argument croisse de 27 sur chacun des contours 
internes. 


Ces théorèmes sont indépendants de toute hypothèse sur les dérivées 
des fonctions f(z) et F(z). 


17. PROLONGEMENT ARTIFICIEL DE LA FONCTION F(z) A L'INTÉRIEUR DES VIDES . 
DE L’AIRE A. — Nous allons définir une fonction artificielle F,(z), con- 
tinue et uniforme dans l’aire, simplement connexe, qui comprend A 
et ses vides et que nous appellerons l’are A comblée. Cette fonction 
F,(z)sera holomorphe dans l’aire A où elle coincidera avec F(z), mais 
elle cessera d’être analytique dans les vides. - 

Cette fonction se détinit d’une manière analogue dans chaque vide. 
Considérons l’un d'eux en particulier, intérieur au contour C, : c’est 
une aire simplement connexe A,. Choisissons un point a, dans son 
intérieur, et représentons cette aire A, du plans sur un cercle I, de 
centre origine et de rayon ex dans un plan ¢. La correspondance 
s’exprime par une fonction, holomorphe dans A,. 


En chaque point de l'aire A, se croisent une ligne d'égal module et 
une ligne d’égal argument de cette fonction. La ligne d’égal module 
est fermée. Celle d’égal argument part du point x, et rencontre le con- 
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tour C, en un point 3’. Ceci entendu, nous définissons la fonction F, (3) 
en posant, par convention, au point 3 du vide A4, 


mod F, (s) = mod 9(s), arg F, (3) = arg F(s’). 


Il est clair que cette fonction F,(z) ne sera généralement plus analy- 
tique, mais elle est continue dans A, et se raccorde par continuité avec 
F(s)le long du contour C,. L’argument de F, (3) croitde 27 sur le con- 
tour d’une Tans d’égal module (comme sur C,), de sorte que F,(s) 
prend, une fois et une fois seulement, chaque valeur de ce module dans 
A,, done aussi chaque valeur de module <e’«. Il s’ensuit que l’équation 


F,(s)=¢ a 


admet, en chaque point ¢ du cerclel’,, une racine z et une seule située 
a l'intérieur du vide A,. Cette racine est fonction continue de € quand 
© varie dans le cercle l, et sur sa frontière. On opère de même dans 
tous les vides. 

La fonction F,(3) est maintenant définie dans l'aire A comblée et 
elle est partout continue. L’équation précédente, F,(s)—=C, admet 
une racine 3 et une seule dans chacun des vides A, pour lesquels 
l'exponentielle correspondante e’« surpasse le module de la valeur 
assignée af, 


IV. — Étude des équations K( :)=t et PE 


18. TuéorÈme. — L'équation 
A 5) ho 


admet n racines = pour toute valeur donnée, ©, de < dans le cercle de 
rayon un et de centre origine. 


Désignons par I ce cercle de rayon un autour de l’origine du plan Z, 
cercle qui constitue le domaine du point ¢ quand 3 dan l'aire A 
comblée. 

Cette équation admet une racine = dans chacun des vides A, (fron- 
livre comprise) pour lesquelles e’: surpasse le module de Z,, ainsi 
qu'on vient de le dire à la fin du numéro précédent. Il reste à montrer 


æ, 
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que les autres racines prévues dans l'énoncé se trouvent dans l'aire A 
où La = EF}. 


Posons 
ie — ebutivy - 


il vient 
5 F(s) = Cy eb HV ect Vo, 
Cette expression est une fonction holomorphe de = dans I’aire A; le 
nombre de ses zéros dans l’intérieur de l’aire est égal au nombre de 
circonférences dontaugmente son argument quand z décrit le contourC, 
diminué du nombre de circonférences dont il augmente sur l’ensemble 
des contours intérieurs C;. On suppose le neue def, différent des 
exponentielles e*« en sorte qu’il n’y ait pas de racine sur les contours. 
Sur le contour C et sur tous les contours C; pour lesquels en 


est >|¢,|, ona ; 
US Ue 


Donc, si nous écrivons $ 
Fis). ,== eUHV (1 — eUr-U+HH Vi), 


nous voyons que l'argument de la différence entre parenthèses ne 
peut varier d’une circonférence entière. En effet, l’exponentielle étant 
de module < 1, la partie réelle de cette différence est toujours posi- 
tive. Par conséquent, l'argument de F(:)—{, augmente du même 
nombre de circonférences que V, qui est l'argument du premier 
facteur, à savoir n circonférences sur C et une sur chacun des contours 
C, considérés. 

Au contraire, sur les contours C, pour lesquels e’ est <|{,|, ona 

U< U,. On écrira 


F (is ) si Ce = elotiVo(1 — el— DATENT. 


L'argument de la différence entre parenthèses revient à sa valeur 
initiale sur le circuit C, comme dans le cas précédent, wats le premier 
facteur est maintenant constant. L’argument de F(3) — £, revient donc 
à sa valeur initiale et il n’y a pas de ANT FAN Ce du chef 
de ces contours. | 

Le nombre des racines de F(z) contenues a l’intérieur de A est donc 
égal an, diminué du nombre des exponentielles e* supérieures à! |, 


ce qui prouve le théorème. 


19% 


288 ; C. DE LA VALLÉE POUSSIN. 


19. Points DE RAMIFICATION DES RACINES 3. — Nous venons de prouver 
que l'équation 
Fy(s)=¢ 


admet n racines 3 pour chaque valeur de € dans le cercle I de rayon un. 
Les racines z comprises dans les vides de l’aire A sont distinctes puis- 
qu’elles sont dans des vides différents. Celles comprises dans l’aire A 
sont racines de F(z)=C et sont distinctes aussi, sauf si elles sont, en 
même temps, racines de F’(z). Nous supposons (n° 15) que cette 
dérivée n’a que des racines simples; elle admet donc, dans l’aire A, 
n— 1 racines distinctes ps, P2»..., Pn- La fonction 3 de ¢ admet 
donc n — 1 points de ramification, à savoir 


. 


Cee Fp); C.— F(p,), tery Cn—1— F(Pn—1)- 


Deux racines-z se permutent quand € tourne autour de l’un de ces 
points critiques. Il va être établi, comme dans le cas d’un polynome 
(n° 4), que ces n — 1 points critiques sont distincts les uns des autres. 

Si l’on fait varier € sur un chemin continu dans le cercle I, les 
nracines 3 peuvent être suivies par continuité dans l’aire A comblée, 
pourvu que € ne passe pas par l’un de ces points critiques. Nous avons 


alors le théorème suivant : 


Les n déterminations de 3 ne constituent qu'une seule fonction continue 
de dans le cercleT', c’est-à-dire que l'on peut passer par continuité d'une 
détermination quelconque à toute autre en faisant décrire à Ç un chemin 
approprié dans ce cercle. 


Soient, en effet, z, et 3, deux valeurs de 3 donnant à € la même 
valeur €, et appartenant à l'aire A comblée. Tracons, dans cette aire, 
un chemin continu allant de 3, à 3°, sans passer par un point critique €. 
Le point € décrira un chemin fermé correspondant, partant de C, et y 
revenant, sans passer par un point critique ¢,. Réciproquement, si l'on 
fait décrire ce chemin à € et qu’on suive la valeur de = à partir de la 
valeur initiale =, on reviendra au point £, avec la valeur finale 3, 


20. Tuéonème. — On peut construire dans le plan ©, à l'intérieur du 
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cercle I’, un système cyclique de lacets et un système cyclique de coupures 
concernant la fonction =. 


Si nous considérons-les n racines de l’équation 
Bilajeng, 


"et si nous faisons varier € dans le cercle T (qui est une aire à connexion 
simple), nous pouvons appliquer tous les principes sur laquelle se 
fonde la théorie des lacets et des coupures (n° 4). En particulier, deux 
chemins sont équivalents s’ils se ramènent l’un à l’autre par une 
déformation continue sans-sortir du cercle I’ ni traverser de point cri- 
tique x. 

Choisissons donc, dans I, un point initial €, où z soit susceptible de 
n valeurs différentes, et joignons-le aux divers points de ramification 
distincts ¢,,¢,,.... Les lignes menées ainsi définissent des lacets per- 
mutant deux à deux les valeurs initiales z°, 5°... des, lesquelles sont 
liées entre elles comme dans le cas d’une équation algébrique irréduc- 
tible. Il n’y a rien à changer au principede |’ inversion (n° 4) des lacets. 
On peut donc, en modifiant convenablement les lacets, rendre le sys- 
tème cyclique, c'est-à-dire tel qu’en partant avec la valeur de début =! 
on revienne avec une valeur nouvelle après chaque lacet et qu'on 
rétrouve toutes ces valeurs, ce qui prouve qu'il y an — 1 lacets. Ceci 
suppose toutefois que la dérivée F’(s) n’ait que des racines simples ou 
que tous les lacets soient binaires, supposition que nous avons faite 
(CLERS TES 

Au système cyclique de lacets, nous substituons maintenant un sys- 
tème cyclique de coupures. A cet effet, nous joignons chacun des points 
critiques-C,, C., ..., C1 à la circonférence I (limitant le cercle de 
même nom) par des lignes L,, Lz, ..., L,_, ne se rencontrant ni elles- 
mêmes ni avec les lacets, de sorte qu’elles se suivent autour de la cir- 
conférence I dans le même ordre circulaire que les lacets autour du 
point ¢,. Les diverses branches z,,:,,... z, définies par les valeurs 
initiales z°, 3°, ..., =! seront séparées par les coupures, qui forme- 
ront aussi, comme on l’a expliqué au n° 4, un système cyclique. Les 
diverses branches se permuteront entre elles par la traversée des cou- 
pures dans le meme ordre que leurs valeurs initiales par la deseription 
des lacets. 
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V. — Résolution du problème posé. Représentation de l'aire A 
sur une aire attachée à un polynome. 


91. Tuéorème. — Soit P(u) un polynome de degré n et soit F,(z) la 
fonction définie au paragraphe précédent; la condition nécessaire et su f- 


Jisante pour que l'équation 
P(g) Fits) 


établisse une relation bicontinue et biuni forme entre 3 et u, quand 3 varie 
dans l'aire A comblée, et que les fonctions u et 3 de Ÿ, définies par les 
équations 

aC f= el i, (D =k 
admettent le méme système cyclique de coupures dans le cercle V du 
plan ?. 


o 


Cette condition est suffisante. Numérotonsles branches de u et des 
dans l’ordre de succession du cycle, et faisons correspondre u, à =,, 
u, à 3,, etc. La correspondance entre wu et zest alors biuniforme. Elle 
est, de plus, bicontinue, puisque les branches se permutent par conti- 
nuité de la méme facon a la traversée des coupures. 

La condition est nécessaire. Soit, en effet, L,, L,,...,L,_, un système 
de coupures qui soit cyclique pour =; il le sera aussi pour w si z et use 
correspondent uniformément. En effet, soient z,,3,,...,3, les branches 
de s permutées cycliquement; les valeurs uv, de u qui correspondent 
à :,, celles #, qui correspondent à z,, etc. sont déterminées unifor- 
mément par hypothèse et elles définissent autant de branches de la 
fonction # qui se permutent cycliquement avec celles de z à la traversée 
des coupures. 


22. REPRÉSENTATION DE L’AIRE A SUR UNE AIRE D ATTACHÉE A UN POLYNOME 
P(u). — Les coupures L,,L,,...,L,_, que nous avons tracées dans le 
plan Cau n° 20 s’arrétent à la circonférence I, parce que ¢ ne dépasse 
pas cette frontière quand 5 varie dans l'aire A comblée. Prolongeons-les 
jusqu'à l'infini; nous pouvons, par le théorème du n° », construire un 
polynome P(w) de degré » à racines distinctes qui admet ces coupures 
comme système cyclique. Alors P(w) et F,(s) admettent le même sys- 


“ES. 
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tème cyclique de coupures quand = varie dans l'aire A comblée. Par 
conséquent, en vertu du théorème précédent, équation 
PCs Fie) 


fait correspondre uniformément à l'aire A comblée la portion du plan u 
qui est intérieure à Ja cassinienne [P(u)|— 1. Mais, dans A, F,(s) 
s’identifie avec F(z) qui est holomorphe, et le probleme de la repré- 
sentation de l’aire A est résolu. 
L'équation 
Pye (sy 

fournit la représentation conforme cherchée de l'aire A du plan 3 sur la 
portion D du plan à qui est bornée par les n +1 cassiniennes 


D NE ig eae ie (PUG) {= e& it ead PETER LS 
avec correspondance des contours extérieurs. 


La premiere cassinienne enveloppe toutes les racines de P(w), car 
l'argument de P(w) augmente de n circonférences sur son pourtour 
(comme celui de F sur C). Les autres cassiniennes enveloppent cha- 
cune une racine différente du polynome, car l’argument de P(x) 
n’augmente que d’une circonférence sur leur pourtour (comme celui 
de F sur C;). 


23. CLASSES DE POLYNOMES. — Deux polynomes P(u) et Q(v) de 
degré n et à racines distinctes sont de la même classe si leurs racines 


_ forment des figures semblables. 


Les aires attachées à deux polynomes différents de la mème classe 
sont évidemment semblables. Par conséquent, si unc aire A est-repré- 
sentable sur une aire attachée à l’un, elle i’est encore sur une aire 
attachée à l’autre. Mais la réciproque est vraie aussi, en vertu du théo- 
reme suivant : 


24. Taéorème. — Si l'aire A peut étre représentée simultanément sur les 
aires D et D, attachées à deux polynomes différents P(u) et Q(e) de 
degré n, avec correspondance des contours extérieurs, ces deux poly- 


nomes sont de la même classe. 
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Supposons que l'aire A du plan 5 soit représentable sur une aire D 
du plan w attachée à un polynome P(u) de degré.n, avec correspon- 
dance des contours extérieurs; la fonction u= o(s), qui établit la 
correspondance, fournit la transformation 


PUY 242) 


La fonction F(z) ainsi définie est de module constant sur les con- 
tours C et C, de l’aire A(auxquels correspondent les cassiniennes qui 
bornent l'aire D). Les n cassiniennes, qui circonscrivent les vides de 
l'aire D, doivent contenir une racine de P(u) et n’en peuvent, par 
conséquent, contenir qu'une seule. Donc, l’argument de P(u) aug- 
mente de 27 sur le contour d’une cassinienne intérieure, et celui de 
F(s) augmente de la même quantité sur chacun des contours internes 
de l’aire A. 

De mème, si l’aire A est représentable sur une aire D, du plan ¢, 
attachée à un polynome Q(¢) de degré n, avec correspondance des 
_contours extérieurs, on a la relation analogue 


Q(e)—=®(:). 


La fonction est de module constant sur les contours C et C, et son 
argument augmente de 27 sur chacun des contours internes C, de 
l'aire A. 

Donc, en vertu du théorème d’unicité n° 16, les fonctions F et ®, 
qui ont ces propriétés communes, ne diffèrent que par un facteur 
constant À, et l’on a, dans l’aire A, 


®(s)=hAF(s). 


Done, les points u et ¢ des aires Det D,, qui correspondent unifor- 
mément aux valeurs de s dans A, se correspondent uniformément 
entre eux et sont liés par la relation, déduite des trois précédentes, 


QO(e)=AP (au). 


Cette relation admet donc une solution c= (uv) qui établit une 
correspondance uniforme entre les points des aires D et D,. Cette 
solution fait correspondre, en particulier, d’une manière uniforme les 
contours des vides de ces deux ‘aires. Mais alors la correspondance 


‘ee 


SUR LA REPRESENTATION DES AIRES MULTIPLEMENT CONNEXES. 293 


s'étend d’elle-méme à l’intérieur des vides avec son caractère d’uni- 
formité. En effet, les vides sont des aires simplement connexes et sans 
points critiques intérieurs ('). La solution ¢=U(u) de l'équation 
* précédente est donc déterminée d’une manière uniforme à l’intérieur 
d’un vide par sa valeur initiale en un point du bord. Cette solution est, 
par suite, uniforme dans les aires D et D, comblées. Ces aires comblées 
sont simplement connexes et contiennent tous les points critiques; 
donc l’uniformité de la solution s'étend à tout le plan. Nous pouvons 
appliquer le théorème du n° 8 et affirmer que et s sont liés par une 
transformation linéaire ¢ = pu + q. Done, les racines des polynomes P 
et Q forment des figures semblables, et les deux polynomes sont de la 
mème classe. 

Nous dirons que l’aire A appartient à cette classe de polynomes et 
aussi à chacun des polynomes de cette classe en particulier. 

On observera que la démonstration que nous venons de faire est 
indépendante de toute restriction concernant les racines des dérivées 
de F(z) et de P(u). | 


25. Unicité DE LA SOLUTION DE L'ÉQUATION P(w) = F(z). — Il s’agit de | 
montrer que, sauf des cas exceptionnels de symétrie, cette équation 
définit une seule fonction uniforme u de z; ensuite que, même dans 
ces cas de symétrie, deux solutions se ramènent l’une à l’autre par un 
simple déplacement dans le plan et qu’on peut les considérer comme 
géométriquement équivalentes. | 

Si l'équation P(w) = F(z) admettait une seconde solution uni- 
forme ¢, d’où P(u)— P(+), le raisonnement fait dans le numéro pré- 
cédent établirait que la relation P(u) = P(¢) entraîne entre « et « une 
relation biuniforme dans tout le plan. On aurait alors, par le théorème 


: 


(*) En effet, une cassinienne férmée qui ne contient qu'une racine de P ne 
peut enclore une racine © de P’. Si elle enfermait w, elle devrait enfermer toutes 
les feuilles soudées en ce point multiple et, par suite, les diverses racines de P 
comprises dans ces feuilles. L'uniformité de la correspondance dans les vides 
résulte aussi de l'observation suivante : Si argument de P(w) croît de 27 sur la 


ini ; intérieur, une fois e fois seulement 
cassinienne | P |= a, P prend, dans son intérieur, une fois et une 


toute valeur de module < x. 
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du n° 8 où il faut faire = 1, 
PSS AU, 


“oi c est une constante et à une racine n°" de l’unité. Si l’on place 
Vorigine des axes au centre des moyennes distances des racines du 
polynome P, la constante c est nulle, car la somme des racines est 
nulle pour « comme pour ¢, et l’on a 


PEN. 


Cette substitution revient à une rotation des axes de coordonnées 
autour du centre des racines, et le polynome P(w) doit se reproduire 
par cette substitution, sinon l'équation P(u) = P(aw) déterminerait u. 
I faut donc que la figure formée par les racines du polynome P(u) 
revienne en coincidence avec elle-même après une rotation d’une frac- 
tion de tour autour du centre des racines, ce qui exige que cette figure 
possède une symétrie d’un ordre correspondant par rapport à son 
centre. 

En général (sauf pour les deux premiers degrés), cette symétrie 
n’existe pas et les deux solutions wet se confondent: —__ 

Dans les cas de symétrie, une rotation d’une fraction de tour ramène 
la figure formée par les racines en coïncidence avec elle-mème et fait 
coincider les solutions w et ¢. Celles-ci sont donc géométriquement 
équivalentes. 


26. CORRESPONDANCE ENTRE LES INDICES A; DE L’AIRE A ET LES RACINES 4; DU 
POLYNOME P(u). — D'après sa définition (n° 12), chaque indice A; est 
attaché à un contour intérieur C;. La relation entre u et z fait corres- 
pondre au contour C; (done à À;) une cassinienne déterminée et, par 
conséquent, la racine unique a; contenue dans celle-ci. S’il n’existe 
qu'une seule fonction u de 3, cette correspondance est univoque. Dans 
les cas de symétrie, on peut permuter les racines et les cassiniennes 
qui se superposent simultanément après une fraction de tour ramenant 
la figure D en coincidence avec elle-même, mais ces deux solutions ne 

sont pas géométriquement distinctes. | 
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27. Vutortue. — Il n'existe généralement qu'une seule maniere de 
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représenter une aire A de l’ordre n+1 de connexion sur une aire 
donnée D attachée à un polynome P(u) de degré n, avec correspondance 
des contours extérieurs. S'il y a plusieurs solutions, elles sont superpo- 
sables. Dans ce cas, l'aire D présente une symétrie d’un certain ordre par 
rapport au centre des racines de P(u) et les diverses solutions s’obtiennent 
en faisant tourner l'aire D autour de ce centre : il y a autant de solutions 
que de coincidences de la figure D avec elle-même dans une révolution 
complète autour du centre. 


C'est la conclusion des constatations précédentes. Dans le cas 
général, la figure formée par les racines du polynome est dissymé- 
trique et il n’existe qu’une seule fonction w de 3 représentant l’aire A 
sur D. 

Dans les cas de symétrie, il existe plusieurs fonctions w satisfaisant 
à l'équation P(w)= F(z) et qui correspondent aux diverses orien- 
tations dans lesquelles la figure des racines se superpose à elle-même. 
Mais les indices A, restent attachés aux racines a, entrainées dans cette 
rotation; la figure D l’est aussi et doit revenir en coincidence avec 
elle-même, ce qui prouve le théorème. 


Cas PARTICULIERS. — Si l’aire A est doublement connexe, le poly- 
nome P est du premier degré, la figure D est une couronne circulaire 
symétrique pour toutes les orientations autour du centre. L’aire A, 
représentable sur l’aire D, l’est donc d’une infinité de manières, ce qui 
est bien connu, mais ces solutions sont géométriquement équiva- 
lentes. 

Si l’aire A est à connexion triple, le polynome est du second degré 
et la figure des racines se superpose par un demi-tour autour du 
centre. Donc, si les deux indices de l'aire A sont égaux, la figure D 
reviendra en coincidence après un demi-tour et l’aire A est représen- 
table sur l’aire D de deux manières différentes. 


28. TnéorÈme. — La condition nécessaire et suffisante pour que deux 
, ‘ 5; 
aires À et A! du méme ordre de connexion sotent représentables l'une sur 
ne + , Le 
l'autre avec correspondance des contours extérieurs, est qu elles appar- 


tiennent à la méme classe de polynomes et qu’elles admettent, en corres- 


pondance avec les mémes racines de l'un d'eux, P(x), la méme suite 
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d'indice À. Cette représentation de A sur A‘ n’est généralement possible 
que d'une seule manière. S’il.en est autrement, c'est que l’aire D attachée 
au polynome P(u) sur laquelle elles sont représentables, possède une 
symétrie d’un certain ordre autour du centre des racines de ce polynome. 
Alors A peut se représenter sur A’ d'autant de manières différentes que 
l'aire D revient de fois en coincidence avec elle-méme quand elle fait une 
révolution entière autour de ce centre. 


Ce théorème est la conséquence immédiate des précédents parce 
que deux aires qui sont représentables sur une même troisième, le 
sont l’une sur l’autre, et réciproquement. 


Cas PARTICULIERS. — Les polynomes du premier degré sont tous de la 
même classe, tous ceux du second degré le sont aussi, car leurs 
racines forment toujours des figures semblables. Par conséquent, les 
aires doublement connexes sont toutes de la même classe et représen- 
tables sur une aire attachée à un polynome quelconque du premier 
degré. Les aires triplement connexes sont toutes de la même classe et 
représentables sur une aire attachée à un polynome du second degré. 
Il faut seulement choisir des cassiniennes appropriées. 

Pour que deux aires A et A’ de l’ordre 2 de connexion soient repré- 
sentables l’une sur l’autre, il suffit qu’elles aient le mème indice rela- 
tivement au même polynome P(w) du premier degré. Si elles sont du 
troisième ordre de connexion, il suffit qu’elles aient les deux mêmes 
indices (dans un ordre quelconque) par rapport à un polynome P(u) 
du second degré. La question de classe ne se pose plus. Elle n’inter- 
vient qu’a partir du quatriéme ordre de connexion. 


VI. — Cas où les racines de F’(s) sont multiples 
et où elles sont situées sur les contours. Facteur de déformation. 


29. EXTENSION DES THEOREMES GENERAUX DANS LE CAS OU LA DERIVEE F’(z) 
POSSÈDE DES RACINES MULTIPLES DANS L'INTÉRIEUR DE L’AIRE A, MAIS NE S’ANNULE 
PAS SUR LE BORD. — Dans ce cas, les raisonnements qui reposent sur la 
considération des systèmes cycliques de coupures tombent en défaut. 
Mais, quand les racines multiples de F’(s) sont intérieures à l’aire A 


CR A: 


Lo 
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et que cette dérivée ne s’annule pas sur les contours, il suffit de modi- 
fier infiniment peu les contours pour dissocier les racines multiples et 
tourner la difficulté. 

Nous définirons la déformation des contours par ceile de la fonction 
F(z), dont le module reste constant sur ces lignes. À cet effet, nous 
multiplierons F(z) par le facteur e*, où ¢ est un infiniment petit 
positif, et nous donnerons à ce facteur auxiliaire le nom de facteur de 
déformation. | 

La fonction nouvelle F(s)e* a pour dérivée logarithmique 


F’(s 
F(z) 


= 


MI Tes 


et celle-ci n’admet plus, pour € infiniment petit, que des racines 
simples w,, w,, ..., w,_,. En effet, chaque racine multiple se trouve 
dissociée en un nombre équivalent de racines simples infiniment voi- 
sines et les autres racines sont infiniment peu déplacées. | 

Les lignes de niveau [F|—1 et |F|=e’*, dont font partie les con- 
tours C et C;, sont remplacées par les lignes de niveau de la nouvelle 


fonction 
pier alert, IF ets 


Che 


qui comprennent des contours également fermés C et C, infiniment 
voisins des anciens contours C et C, et qui limitent une nouvelle aire 
A’ infiniment voisine de A. Cette continuité admise dans la défor- 
mation des contours fermés pour € infiniment petit ne prête pas à 
objection, car la déformation se fait sans rencontrer de racines de la 
dérivée de Fe“ (qui seraient des points critiques). On sait (n° 14 
et.15) que ces racines sont des points multiples à tangentes distinctes 
pour les lignes de niveau qui y passent. La difficulté qui en résulterait 
ne se présentera pas ici, puisque ces racines sont exclues des contours 
CET } 

Toute la théorie antérieure s'applique à l'aire A’. Cette aire appar- 
tient à un polynome 


P, (uw) = (u—a,)(u— ag)... (= du): 


et la relation 
P(e Faye 


Ann, Ec. Norm., (3), XLVU. — SEPTEMBRE 1930. 38 
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= 


établit une correspondance bicontinue et biuniforme u = 9, (2) entre 
l'aire A’ du plan z et une aire D’ attachée au polynome P, (x). Les 
racines @,, as, ..., 4, de ce polynome peuvent être supposées liées 
par les équations (2) du n° 5 où il faut seulement remplacer w; parw, 
ett, par %,, qui est égal à F(w,)e*. Alors, comme au n° 5, ces 
racines a sont des fonctions bornées et continues des €,, donc de ¢, et 
elles tendent vers des limites déterminées quand « tend vers zéro. Le 
polynome P,(w) a donc pour limite un polynome bien déterminé P(u). 
La solution u = 9,(z) de l'équation 


Pid) Fie) 


est aussi une fonction continue de e, puisque tel est le cas pour les 
racines, donc pour les coefficients du polynome P,(w). Cette solution 
tend donc, quand € tend vers zéro, vers une solution u=9(s) de 
l'équation P(u) = F(s), et cette solution établit une correspondance 
bicontinue et biuniforme entre les points de l'aire A et ceux d’une 
aire D attachée au polynome P(w). Le théorème fondamental du n° 22 
subsiste donc dans le cas actuel. Les théorèmes ultérieurs du para- 
graphe précédent (n° 25 à 28) subsistent aussi, car ils sont indépen- 
dants des restrictions imposées aux racines de F’(3). 


30. SUR L'EMPLOI DU FACTEUR DE DEFORMATION DANS LE CAS OU LA DÉRIVÉE 
F'(3) S'ANNULE SUR LES FRONTIÈRES. — Le principe de la démonstration 
précédente s’étend au cas où F’(s)s’annule sur les contours de l’aire A. 
Il suffit, pour généraliser cette démonstration, de définir, en fonction 
de <, une modification infiniment petite des contours qui écarte les 
racines du bord et dissocie les racines multiples. Nous pensons qu'un 
simple déplacement de l’un des contours de l'aire produirait cet effet, 
mais nous n'en avons pas trouvé la preuve absolue. C’est pourquoi 
nous généraliserons le procédé du facteur de déformation, dont la 
démonstration précédente offre l'exemple le plus simple. 

La démonstration complète du théorème du n° 22 est donc ramenée 
désormais à la construction d’une fonction holomorphe w(s), telle que 
le facteur de déformation e*”, où 2 est un infiniment petit positif, 
substitue aux lignes de niveau log|F| = 4, dont les contours C, font 
partie, des lignes de niveau infiniment voisines, log | Fe” | = 7,, con- 


Mirti 
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tenant des contours fermés C,, infiniment voisins des G, et ne passant 
par aucun point multiple. En effet, ce résultat obtenu, on remplace 
aire A par l’aire A’ circonscrite par les nouveaux contours C’ et C,, et 
il n'y a plus de racines de la dérivée de Fe sur les frontières, puisque 
les lignes de niveau n’y admettent plus de point multiple. 

Nous ne nous sommes pas encore préoccupés de la dissociation des 
points multiples éventuels, mais cette question peut être immédia- 
tement élucidée de manière qu’on n’ait plus à s’en inquiéter. La disso- 
ciation est déjà assurée siles dérivées de F et de w n’ont pas de racines 
multiples communes, en particulier si ’ ne s’arinule pas, ce qui sera 
le cas dans la démonstration du n° 32. En toute hypothèse, cette disso- 
ciation s'obtient par l'intervention d’un facteur de déformation supplé- 
mentaire e°*, où e’ est un nouveau nombre positif, infiniment petit par 
rapport à €, de manière que la nouvelle déformation soit infiniment 
petite par rapport à la précédente et incapable de ramener les racines 
de la dérivée de Fe sur les contours. | 

Avant de passer à la construction de la fonction w(z) dont dépend 
la démonstration qui reste à faire, il est utile de s’arréter sur les cir- 
constances particulières qui se présentent lorsque F'(z) admet des 
racines sur les frontières. | 


31. CONDITIONS PARTICULIÈRES IMPOSEES AUX POINTS MULTIPLES SITUÉS SUR 
LES contours. — Si la dérivée F/(z) admet une racine sur un des con- 
tours C;, ce contour passe par un point multiple de la ligne de niveau 
correspondante, log|F|=— 24. Il en résulte des difficultés spéciales qui 
justifient les remarques suivantes : 

1° Les lignes de niveau de F ne peuvent avoir de point multiple sur le 
contour extérieur C, ni sur celui ou ceux des contours internes dont l'in- 


dice À a la valeur minimum. 
Posons, en effet, conformément aux notations antérieures, 
Li = log) bok 


Cette fonction harmonique est extrémée sur le contour C et sur un 
contour C, d'indice À, minimum quand 3 varie dans A. Ces valeurs 
extrémes ne peuvent pas être atteintes à l'intérieur de A. Il nv aura 
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donc pas de point multiple sur ces contours, sinon les valeurs extremes 
de U resteraient atteintes sur les rameaux de la ligne de niveau U = 2, 
issus du point multiple, qui pénètrent dans l'intérieur de A. 


2° Un point multiple z, de la ligne U— 2, situé sur une frontière C; 
s ’ } : = wae 4 É 
est nécessairement d'ordre impair 2p,+1; d'où il suit (n° 15) que 3, 
est une racine d'ordre pair 2p de F'. 


Cette propriété tient essentiellement ä l'hypothèse que les contours 
n’admettent aucun point singulier quand on les considère isolément 
(abstraction faite de la ligne de niveau dont ils font partie). 

Soit n l’ordre du point multiple z,. La courbe U=« possède 
n branches continues traversant le point z,, et nous distinguons dans 
chacune (elles deux rameaux opposés d’origine z,. Le contour C; est 
l’une de ces branches, mais il circonscrit un vide et emprisonne dans 
ce vide tous les rameaux de la ligne U — x qui s’y amorcent. Il faut 
donc que les autres rameaux, amorcés dans l'aire A, se rejoignent 
deux à deux dans cette aire pour constituer des feuilles séparées. Il y 
a donc un nombre pair 2p de rameaux de ce côté du contour. Par con- 
séquent, en tenant compte de C,, il y a 2p +1 branches qui passent 
par le point , et dont 2p pénètrent dans le vide. 

D'après cela, si la ligne de niveau U = « admet le point multiple 3, 
situé sur le contour C; qu'elle comprend, la famille des lignes de 
niveau ne contient aucun contour fermé infiniment voisin de C,, 
puisque les rameaux issus du point multiple 3, en interceptent la fer- 
meture. C'est de la que vient la difficulté inhérente à ce cas -parti- 
culier. 


3° Un point multiple d'ordre 2p +1 sur la frontière ne compte que 
pour un point d'ordre p +1 dans le dénombrement des feuilles de la 
famille U = x qui se séparent successivement dans l'aire A à mesure que 
décroit le paramètre « (n° 14). 


En effet, il y a p feuilles soudées au point 3, qui sont situées dans 
l'aire A. Il y en a également p qui sont amorcées dans le vide et dont la 
fermeture reste d’ailleurs douteuse. Celles-ci sont exclues, en tout 
cas, de l’aire A et ne doivent pas intervenir dans l’énumération de 
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celles qui entourent un vide de l'aire A. Il suit de la que l'existence 
d’une racine de F(z) sur la frontière met toujours en défaut le théo- 
reme du n° 14 (quand les contours sont réguliers ). 


32. CONSTRUCTION DU FACTEUR DE DÉFORMATION QUAND F' N’ADMET QU'UNE 
SEULE RACINE DISTINCTE SUR LA FRONTIÈRE. — Nous désignerons maintenant 
par « cette racine de KF’(3), la seule située sur un contour et située, 
par exemple, sur le contour C,. 

Elle peut être d’un ordre quelconque de multiplicité. 

Le contour C, fait partie de la ligne de niveau 


Ua: où U—log|F|. 


Il s’agit de construire un facteur de dé formation e, tel que la ligne 
de niveau 


= 


log; Wee? == À, 


comprenne un contour fermé ne passant par aucun point multiple et 
infiniment voisin de C, (n° 30). Il faut choisir la fonction w(z) de 
maniere a réaliser cette condition. 

Dans ce but, nous construisons d’abord deux cercles y et y’ soumis 
aux conditions suivantes : 

Le premier cercle y peut être aussi petit qu'on le voudra; il sera tan- 
gent au point « au contour C, ; il sera suffisamment petit pour entrer 
tout entier dans le vide V que €, circonscrit et pour ne pas sortir du 
domaine d’holomorphie de F(z). Ce cercle étant donné, il existe sur 
la normale aC, en « et-du côté du vide deux points conjugués a et b, 


tels que le cercle y ait pour équation 


«Te OM À 


cent 


où & est une constante donnée < 1. Les deux points a et b seront aussi 
rapprochés que l’on voudra à condition de choisir la constante k suffi- 
samment voisine de l'unité. Il nous suffit de les supposer suffisamment 
rapprochés l'un de l'autre pour qu'ils soient tous les deux intérieurs 
au vide V (l’un étant dans le cercle y et l’autre en dehors ). 

Le second cercle y’ sera centré sur le point critique x et de rayon 
inférieur à celui de +, de sorte qu'il ne contiendra aucun des deux 
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points a et b. Il sera suffisamment petit pour recouper tous les 
rameaux de la ligne de niveau log|F| =, issus du point multiple à, 
et pour exclure tout autre point d'intersection de ces rameaux avec la 
circonférence y. Dans ces conditions, la circonférence y et ces divers 
rameaux partagent le cercle y’ en un certain nombre de secteurs dis- 
tincts. 1] importe de remarquer que si l’on se borne aux secteurs sépa- 
rés par le contour C,, log|F| est >A, dans le secteur qui -appartient à 
l’aire A, et <A, dans celui qui appartient au vide V. 
Ceci fait, nous définissons la fonction w(z) par la formule 
Was verona 
A °ks—b 
Cette fonction, dont la dérivée ne peut s’annuler est holomorphe dans 
l'aire A et sur ses contours, et aussi dans le cercle y', car les deux 
points a et b sont dans le même vide V et sont aussi exclus de y’. Sa 
partie réelle s’annule sur la circonférence y; elle est positive à l’exté- 
rieur du cercle y et négative à l’intérieur. 
Montrons maintenant que le facteur de déformation e‘ satisfait aux 
conditions requises, c’est-à-dire que si ¢ positif est suffisamment petit, 
la ligne de niveau de la nouvelle fonction 


(1) log| Fe |", 


contient un contour fermé simple C,, infiniment voisin de C, et ne pas- 
sant par aucun point multiple de cette ligne (1). 

En dehors du cercle donné y’ qui enclôt le point x (seul litigieux) 
la courbe (1) contient une branche C' infiniment voisine de C, et 
exempte de singularité. Cette branche pénètre dans y’ de part et 
d'autre du point + et il suffit de montrer qu'elle ne présente plus de 
singularité à l’intérieur de y’. 

La ligne (1) passe par le point x où w s'annule; mais « n’est plus un 
point multiple, parce que la dérivée de w ne s’annule pas en ce point, 
ni, par conséquent, celle de Fe (F’ étant nul). Je dis que la bran- 
che C, infiniment voisine de C,, qui pénètre dans le cercle y’ de part 
et d'autre du point «, est emprisonnée dans le secteur de ce cercle 
quiest exclu des aires A et y, donc compris entre les arcs de C, et de y. 
En effet, vette branche ne peut pénétrer dans A, car elle rencontre un 
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secteur où log |F| est < x, et où la partie réelle de w est positive; elle 
ne peut pas non plus couper la circonférence y, sur laquelle la partie 
réelle de w s’annule, car elle se trouve dans un secteur où log|F| 
est <A,. Enfin, comme ta ligne (1) ne peut pas former de boucle 
dans l’aire y’ où F est holomorphe, la branche C’, qui pénètre dans le 
secteur considéré ne passe par aucun point multiple. C’est une branche 
simple, qui passe par le point «, et tend tout entière vers C, quand < 
tend vers zéro. Le théorème est établi. 


33. SUR UNE MODIFICATION DE LA DEMONSTRATION PRÉCÉDENTE. — II est 
utile d'apporter une modification à la démonstration précédente, de 
manière qu’elle puisse s’étendre plus facilement au cas où F’(z) s’an- 
nule en plusieurs points sur les contours de l'aire A. Il n’est pas néces- 
saire que le cercle y soit tangent au contour C, au point x. La démons- 
tration réussit encore si la circonférence y coupe le contour C,, pourvu 
que ce soit sous un angle suffisamment petit, c'est-à-dire inférieur à 
celui que font entre elles les branches consécutives de la ligne de 
niveau |F| = À, qui passent par le point multiple «. 

Dans ce cas, la circonférence y coupe le contour C, en plusieurs 
points. Le cercle y’, de centre «, doit être construit assez petit pour ne 
contenir que le seul point d’intersection « et, s’il ya lieu, pour exclure 
tout arc de la circonférence y qui pénétrerait dans un secteur différent 
du secteur d’entrée, secteur frontière où l’on sait que log|F| est > x,. 

Le point x n’est pas multiple pour la nouvelle ligne de niveau (1), 
pour la raison indiquée au numéro précédent. La branche du contour 
C’, infiniment voisine de C, et comprise à l’intérieur de 7’, est, cette 
fois encore, emprisonnée entre les arcs du contour C, et de la circon- 
férence y. En effet, d’un côté du point «, le secteur limité par ces arcs 
est exclu des aires A et y et le raisonnement est le même que dans le 
cas précédent. De l’autre côté du point +, le secteur analogue est com- 
mun aux aires A et y. La branche C, doit pénétrer par ce secteur dans 
le cercle y’, car elle se trouve dans une région où la partie réelle de w 
est négative et que le logarithme de | F| est 7, hors de A. Pour ces 
mêmes raisons, la branche C, ne peut sortir de A. Mais elle ne tra- 
versera pas non plus la circonférence Y» car la partie réelle de w s’an- 
nule sur yet le logarithme de | Fj est > 4, dats A. 
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34. CONSTRUCTION DU FACTEUR DE DEFORMATION QUAND F’(3) S’ANNULE 
“EN PLUSIEURS POINTS DES contours. — Considérons le cas général où 
F’|s| s’annule sur les contours en r points différents &,, %, ..., dr et 
où ces zéros sont d’ordre quelconque. Proposons-nous de construire 
un facteur de déformation produisant, en chaque point «;, le résultat 
que nous avons obtenu dans le cas d’un seul point & (n° 32). 

A cet effet, nous procédons, en chaque point 2;, séparément comme 
nous ferions s’il était le seul (n° 32). Nous construisons d’abord un 
cercle y; tangent en à; au contour de A. Nous nous donnons un nombre 
positif #< 1 et nous mettons l'équation du cercle y; sous la forme 


a a 


= 


où a; et b; sont deux points conjugués situés sur la normale au contour 
de A. Par convention, tous les cercles y; auront le méme rayon et la 
valeur de & sera la même pour tous les indices ; le rayon peut étre aussi 
petit que l’on veut et la valeur de & aussi voisine que l’on veut de 
l'unité. Les cercles y; ne doivent pas se rencontrer et les points conju- 
gués a;, b; doivent satisfaire aux conditions exigées dans le cas d’un 
seul point x (n° 32). ° 
Formons la fonction rationnelle 


1 (s—a,)(s—a,)... (5 —a,) 
Kk (sb, ils — Oy) te —0 à 


OF eet ewe 


Les zéros et les pôles de cette fonction sont dans les vides de l’aire A 
etil y a autant de zéros que de poles dans chaque vide. Il en résulte 
que le logarithme de o(s) est holomorphe dans l’aire A et sur ses 
contours. 

La fonction 2(:)ne diffère de la fraction 


€ 4 


Eve es li 


que par un facteur que l’on peut rendre aussi voisin que l’on veut de 
l'unité au point +; et dans son voisinage. Il suffit, en effet, pour cela 
que les points conjugués a, b soient suffisamment rapprochés pour 
tous les indices. On réalisera cette condition en prenant le rayon des 
cercles y suffisamment petit ou suffisamment voisin de un. 
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En particulier, au point «;, la fonction 9(3) elle-même prend une 
valeur 9(x;) que l’on peut supposer aussi rapprochée que l’on veut de 
l'unité sous les mêmes conditions. 

Le voisinage du point «; sera défini par un cercle de rayon suffisam- 
ment petit autour de ce point. 

Nous ne pouvons pas raisonner sur la fonction 9(3) comme dans le 
cas d'un seul point a, parce que lès valeurs © (x;) différent de l'unité. 
Nous sommes naturellement conduits à construire un facteur correctif 
approprié, comme il suit : 

Donnons-nous arbitrairementr points p,,po,... p-, distincts ou non, 
mais tous situés hors de A et de ses vides. Associons-leur 7 nouveaux 
points g,, qo, ..., 9, déterminés par le systeme d’équations 


(a — qu) (ai Go) à + (ai Gr) = (x) (ui pi) (oi Pa) «++ (= pr) 


RE eh el ey oe 


a re K ‘ 4 ñ.. e , 
Ce système détermine les nombres q à l’ordre pres. En effet, si l’on 
désigne avec la caractéristique £ des sommes étendues aux combinai- 
sons d'indices 1 à 1, 2 à 2, 3 à 3, ... et que l’on pose 


A,=2p, A,= Zp, Pr, A,= Pi P2Ps 
B,=2q, B,= 24192; B,= 29,929 


les sommes A sont déterminées par les p et les sommes B sont déter- 
minées par le système d’équations linéaires, de déterminant non nul 
(car les points a; sont distincts), 


at — Bray! + Biaj*—...= 9 (a) ¢ap—A,aj-'+...) 


(W722) ne eee) D 


= 7 dF 2 
€ 3 r ion 
Après cela, g, g:,..., q, sont les racines X de l’équatio 


Nee BR he BEX et Se a ee ByS=0; 


Si les SAIT D (a) tendent toutes vers l'unité, les sommes B, B,, . 

tendent respectivement vers Aus Aus «ss en vertu Ju système linéaire ; 
par conséquent, les racines gi, 92, +.» Yr de L'équenon prsnsdente 
tendent respectivement vers p,, Ps, -- +» Pr dans l’ordre des indices si 


l'on numérote ces lettres convenablement. Nous supposerons les 


a 3 
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valeurs o(a;) suffisamment voisines de l’unité pour que tous les points g 
soient, comme le sont les points p, exclus de l’aire À comblée. ; 
Formons maintenant la fonction rationnelle 


(z—p;)(: — Pr) see (z — pr) 
(2 — 91) (5-42) --- (5 — rr) 


ed sar 4 
Les zéros et les pôles de (3) sont tous hors de l’aire A comblée et, 
par conséquent, le logarithme de cette fonction est holomorphe dans 
l’aire A et ses vides. La fonction (3) elle-même peut être rendue 
aussi voisine que l’on veut de l’unité au voisinage du point «; d'indice 
quelconque, à condition de rendre les points p, g suffisamment voisins. 
Enfin, les valeurs }(«;) et o(x;) sont inverses l’une de l’autre, de sorte 
que la fraction rationnelle 


9(5) $(s) 


est égale à l’unité au point a; et diffère aussi peu que l’on veut, dans 
le voisinage de ce point, de la fraction 


Le facteur de déformation e* est maintenant construit. Nous posons 
o(s)= log[¢(s) (s)] 


et nous allons vérifier que le facteur e“ satisfait aux conditions 
requises pour la démonstration. 

Dans le voisinage d’un point «; d’indice quelconque, on a approxi- 
mativement, sauf une erreur que l’on peut rendre aussi petite que l’on 
veut, | 


1: — 4; 
o(5) = log > Ease,’ 

Dans ces conditions, la courbe 
_@) part. réelle w(s) — 0 


comprend, en particulier, r contours fermés c;, passant chacun par 
l'un des points +; qui lui correspond, et peu différents des cercles Yi 
qui ont servi de point de départ. Ces contours c, jouissent des pro- 
priétés du cercle y sur lesquelles se fonde la démonstration relative au 
cas où il n’y a qu'un seul point «; mais comme ils ne sont pas tangents 


N LEAS 
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au contour de l’aire A, c’est la démonstration modifiée du n° 33 qui 
convient au cas actuel. 

Cette démonstration modifiée supposait toutefois que si le cercle y 
qu'elle considère coupe le contour de l’aire A, ce soit sous un angle 
suffisamment petit. Il reste uniquement à montrer, pour achever la 
démonstration actuelle, que la même condition peut être réalisée avec 
les contours c;, c'est-à-dire que la tangente en a; au contour c; s’oblique 
aussi peu qu'on voudra sur la tangente au même point au cercle y;, à 
condition de construire ces cercles suffisamment petits et de choisir 
convenablement les points a, b etp, q. Vérifions qu’il en est bien ainsi. 

Désignons par 7, et r; les distances du point 3 aux points conjugués 
a, et b,, par p; et o; cellesaux points p, et g,. L’équation de la courbe (1) 
s'écrit ; 

(1°) » log a +) log i = log. 


Donnons à z un déplacement dz tangent à cette courbe et soient 0, 
0°, t, etr, les inclinaisons de r', 7°, 0! et 0, sur ds, de sorte que dr, 
dr”, do’ et do” sont proportionnels aux cosinus de ces inclinaisons. Il 
vient, en différentiant l’équation précédente de la courbe, 


eS 8) (ee 

rs Ts Os Ps 
Placons-nous au point «;. Lesdeux rayons r; et 7; de ce même indice z 
se superposentet sont dans le rapport #. L’équation précédente devient, 
en observant que 6; = 0; et en désignant par >’ une somme qui exclut 
l'indice z, ; 


cos 6; ri ! [cos cosh COST, COST 
mile =—) THEN eee —> PEER TE 
r! Tr; Te rs Ps Ps 


u 


Si nous faisons décroitre indéfiniment les cercles y;,le nombre # et les 
points p restant fixes, les points a, b de même indice quelconque se 
rapprochent indéfiniment, les points p, g également. Les deux rayons 
r et r! tendent vers zéro, mais tous les autres de même indice autre 
que ¢ tendent versle même vecteur fini. Au premier membre de l’équa- 
tion précédente, le coefficient de cos;, qui est (1 —k):r,, augmente 
indéfiniment ; dans le second, tous les termes des deux sommes tendent 


1 , ! T « . q 
vers zéro. Donc cos9, tend vers zéro, et Q; vers —- À la limite, dz qui 
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est tangent au contour c; au point «;, devient normal au rayon r; et, 
par conséquent, tangent aussi au cercle y; et, comme lui, au contour 
de l’aire A, ce qui justifie notre affirmation. 

La démonstration du théorème est maintenant achevée. 


VII. — Extension de la théorie au cas où les frontières de l'aire A 
sont quelconques. 


35. ENSEMBLES OUVERTS D'UN ORDRE DE CONNEXION QUELCONQUE. — Un 
ensemble E, d’un seul tenant, ouvert, borné, àconnexiond’ordren +1, 
s'obtient en retranchant d’un ensemble ouvert et borné O à connexion 
simple, n ensembles fermés à connexion simple, sans points communs, 

.F,, F., ...,F,, qui y sont contenus. Si aucun de ces ensembles F ne se 
réduit aun seul point, la théorie précédente s’applique à l'ensemble E 
et cet ensemble appartient à une classe bien déterminée de polynomes 
de degré n. 

En effet, il est facile de représenter l’ensemble E, avec correspon- 
dance des frontières extérieures; sur une aire à connexion d'ordre 
n+ 1 limitée par des contours analytiques et réguliers. 

On représente d’abord l’ensemble O sur l’intérieur d’un cercle, ce 
qui transforme lesensembles fermés F,, F,,... en d’autres ensembles 
fermés EF, F,, ... et l’ensemble E en un nouvel ensemble ouvert E’, à 
connexion d'ordre n +1, et limité extérieurement par une circon- 
férence. 

On représente ensuite, sur l'extérieur d’un cercle, la portion du 
plan extérieure à F°, ce qui remplace E’ par E’ et F,, ... par F°, . 
On représente ensuite, sur l'extérieur d’un cercle, la portion du plan 
extérieure à F,, ce qui remplace KE” par E”. On poursuit successivement 
cette opération jusqu’au dernier des contours fermés. L'ensemble 
finalement obtenu E+") est une aire ouverte, limitée par des contours 
tous analytiques et dont le dernier obtenu est une circonférence. 

L'ensemble ouvert E, borné et de l'ordre n + 1 de connexion, est donc 
représentable sur une aire ouverte convenablement choisie, attachée à un 
polynome V(u) d'ordre n, de la classe à laquelle appartient l'ensemble E. 

Ce résultat pose immédiatement le problème de la correspondance 
des frontières. La démonstration précédente met en lumière que ce 


a NEE ME 
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problème est exactement le même que pour le cercle. On peut donc le 
considérer comme résolu par les recherches de M. Carathéodory ('). En 
particulier, siles frontières sont des courbes simples de Jordan, la cor- 
respondance s’étend aux frontières et nous avons le théorème suivant : 


36. THÉORÈME. — Une aire bornée A, de l’ordre n + 1 de connexion, 
limitée par un contour extérieur C etn contours internes €, AR PR 
sont tous des contours de Jordan, fermés, simples et sans points multiples, 
appartient à une classe de polynomes de degré n; elle est représentable 
(contours inclus) sur une aire attachée à un polynome P (u) de cette classe, 
avec correspondance des contours extérieurs. Cette aire devra être limitée 
par des cassiniennes convenablement choisies. 


37. AIRES NON BORNÉES. — Considérons une aire non bornée d’un 
seul tenant et de l’ordre n +1 de connexion. Elle admet n + 1 fron- 
tières séparées d’un seul tenant. Nous pouvons la représenter sur une 
aire bornée, du même-ordre de connexion, et limitée extérieurement 
par une circonférence, ce qui ramène au cas précédent. Mais le choix 
de la frontière séparée que l’on fait correspondre à la circonférence 
extérieure reste arbitraire. La classe de polynomes à laquelle l'aire 
sera attachée peut varier avee ce choix, car la dépendance établie pré- 
cédemment entre une aire et une classe de polynomes suppose la cor- 
respondance des contours extérieurs. 

La même remarque s'applique d’ailleurs à une aire bornée. On peut 
d’abord la transformer en une autre sans faire correspondre les con- 
tours extérieurs, par exemple par le moyen d’une inversion. Rien ne 
prouve que l’aire primitive et sa transformée soient de la même classe, 
sauf évidemment pour les ordres de connexion 2 et 3, auxquels cas 
tous les polynomes sont de la même classe. 
D nn 

(‘) Ueber die Begreuzung einfach zusammenhingender Gebiete (Math. 
Annalen, Bd 73). Voir aussi Lecons sur les familles normales de fonctions 
analytiques et leurs applications, par Paul Monret, recueillies et rédigées par 
J. Barsorre (Paris, 1927, Chap. IV, $53 et suiv.) et une Note de M. G. De LA 
Vattte Poussin dans les Annales de la Société scientifique de Bruxelles (t. L, 
1930. Seconde Partie. Mémoires, p. 23). 
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PROBLÈMES D’EXTREMUMS 


RELATIFS AUX COURBES CONVEXES 
(DEUXIÈME MÉMOIRE : LES COUVERCLES ) 


Par M. J. FAVARD 


1. C'est M. Lebesgue (') qui a introduit l’expression de couvercle 
et il a distingué plusieurs problèmes de ce genre. Nous traiterons ici 
quelques cas particuliers du problème général suivant : 

Étant donné un ensemble de courbes fermées, trouver la plus petite 
courbe de forme donnée à l’intérieur de laquelle on peut mettre toutes 
ces courbes, ou bien encore à l’intérieur de laquelle on peut faire 
tourner toutes ces courbes. 

Nous résoudrons aussi quelques autres problèmes dont l’énoncé va 
être précisé. 


2. Soient (c) et (I) deux courbes convexes, bornées et fermées, 
données dans un plan. Parmi toutes les courbes homothétiques à (T°) 
et qui contiennent à leur intérieur tous les points intérieurs à (c), 
nous choisirons celles dont le rapport d’homothétie à (I’) est le plus 
petit possible et nous les appellerons les courbes crrconscrites à (c). 
Un sens de parcours ayant été choisi sur (c) et ses droites d'appui 


@*) Sur quelques questions de minimum... (Journal de Math., 8° série, tue 
1921, p. 67-96). Dans ce Mémoire M. Lebesgue détermine, parmi toutes les 
orbiformes de largeur donnée, celle qui a la plus petite aire. Il m'avait échappé, 
lors de la rédaction de mon premier Mémoire sur ies courbes canvexes, que, 
dès 1914, M. Lebesgue avait effectué cette détermination ( Bulletin de la Société 
mathématique de France, Comptes rendus des séances de j'année 1914, 


p- 72-76). 
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orientées, on voit facilement que les directions d’appui communes 
à (c) et à l’une de ses circonscrites ne peuvent être dans un même 
demi-plan ouvert et cette condition est aussi suffisante; il suit de la 
que (c) ne pourra avoir plusieurs circonscrites que si, dans la fron- 
tière de (I), figurent deux segments de droite parallèles. 

D'une manière analogue, parmi les courbes convexes homothé- 
tiques à (I) et dont l’intérieur est à l'intérieur de (c) nous choisirons 
celles dont le rapport d’homothétie à (1°) est le plus grand possible et 
nous les appellerons les inscrites à (c). Comme précédemment les 
directions d'appui communes à (c) et à l’une de ses inscrites ne sont 
pas dans un demi-plan ouvert et (c) ne pourra avoir plusieurs inscrites 
que si sa frontière comporte deux segments de droite parallèles; et 
l'on peut conclure de là que si une courbe a plus d’une circonscrite, 
elle n’a qu’une inscrite et inversement. 


3. Cela posé, les problèmes auxquels nous fournirons une réponse, 
dans certains cas, sont les suivants : 

Étant donnés un ensemble (E) de courbes convexes, définies à une 
translation près, et une courbe convexe (l°), on peut se proposer les 
quatre problèmes suivants : 


I. Trouver la plus grande des circonscrites aux courbes de l'en- 
semble (E) et homothétiques à (1°) (couvercle direct). 

I’. Trouver la plus pete de ces circonscrites (couvercle inverse). 

Il. Trouver la plus petite des inscrites aux courbes de l’ensemble (E) 
et homothétiques à (PF) (couvercle direct). 

Il’. Trouver la plus grande de ces inscrites (couvercle inverse ). 


L'ensemble (E) sera l'ensemble des courbes de surface donnée et 
dont l'aire mixte avec une courbe donnée (CG) est connue. 


4. Les problèmes ILet Il’ peuvent être facilement résolus lorsque (C) 
est homothétique à (EP) et leur solution est connue. Quant au pro- 
blôme I, il peut être, (héoriquement, résolu et assez facilement 
dans ce méme cas, et mème dans des cas plus étendus, et c'est 
un probléme régulier de calcul des variations. Pour le voir il suffit 
d'opérer comme je Vai fait dans ma Note aux Comptes rendus du 
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6 mai 1929: on cherche l’extremum régulier d'une combinaison 
linéaire de deux fonctionnelles et cette recherche peut être faite au 
moyen des méthodes propres du calcul des variations; les inégalités 
obtenues, au moyen de considérations géométriques, ne sont que la 
traduction de celles obtenues par la méthode de Weierstrass. 

Le problème I’ [comme le problème II’] est un problème irré- 
gulicr, on trouvera ci-dessous sa solution dans un cas; le résultat est 
fort compliqué et est obtenu par la méthode que j'ai proposée dans 
mon premier Mémoire (') pour résoudre certains problèmes irrégu- 
liers. 

- Je n'apporte pas ici de méthode nouvelle et, pour cette raison, je ne 
ferai pas de développements analytiques; j’apporte seulement quelques 
résultats qui, je l'espère, pourront intéresser quelques lecteurs. 


2. Le cas du cercle. — Nous appellerons ainsi le cas où la courbe(C) 
du n° 3 est un cercle. L'ensemble (E) est alors constitué par les : 
courbes convexes de longueur L et surface S données. Nous allons 
résoudre les problèmes dont nous avons parlé d’abord dans le cas 
où (I’) est aussi un cercle. 


Problème 1.— Dans ma Note aux Comptes rendus du 6 mai 1929, j'ai 
résolu ce problème et, grace a la bienveillance de M. Bonnesen, j'ai 
pu reproduire cette Note à la fin de son livre (?). Je vais donner ici 
une autre solution de ce problème, solution plus courte que celle que 
j'ai déjà donnée et que je présenterai sous une forme synthétique. 


: AS 
Grossiérement il semble bien que le rayon R=L/ (a) du plus 
petit cercle où l’on puisse mettre toutes les courbes convexes fermées 


Boe Pot : 
de longueur L et de surface S soit tel que le rapport ; soit une fonc- 
ry 


Si l’on considère alors la lentille symétrique (figure commune a 


tion non croissante du rapport 


(') Problèmes Cexrtremums relatifs aux courbes convexes (premier Mémoire ) 
(Annales de L'École Normale sup.. 1929, p. 345-569). 
(2) Les problèmes des isopérimetres et des isépiphanes (Collection de 
M. Borel; Gauthier-Villars, 1929). 
Ann. Ec. Norm., (3), XLVIL. — OCTOBRE 190. ho 
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deux cercles sécants de rayons égaux) de longueur L et de surface S, 
le rayon R, de son cercle circonscrit est déterminé de la facon sui- 
vante : on cherche d’abord 4 tel que 


ba 29 — sin24 (os9s), 


ee 1647 » 


puis R, est donné par 


Re L?sinad S sin?4 
170 1692 96 — sinad 
Posons 
S 
R= Le( ps)» 
R, heels A S 
on constate alors que le rapport Ç est une fonction décroissante de ES 


Considérons maintenant une courbe (c) de longueur L et de surface S 
convexe, soit R(c) le rayon de son cercle circonscrit et soit (P, p) sa 
couronne minima. Appliquons à la courbe (c) le procédé de symétri- 
sation de M. Bonnesen (vou son livre), nous obtenons une autre 
courbe (c’) de même aire mais de longueur non supérieure qui, peut- 
être n’est pas convexe. Mais alors l’enveloppante convexe (c”) de (c’) 
a une longueur L” non supérieure à Let une aire S” non inférieure à S; 
de plus (c”)a même couronne minima que (c) mais les cercles de cette 
couronne sont alors respectivement les cercles inscrits et circonserits 
à (c”); on a alors 


De plus (c”) est symétrique par rapport à deux axes rectangulaires. 
qui passent par le centre de la couronne et sur lesquels se trouvent 
des points de contact de (c”) avec les deux cercles de la couronne. 

A cause de la propriété isopérimétrique de l’are de cercle, toutes les 
courbes convexes symétriques par rapport aux centres de la couronne, 
qui passent par deux points diamétralement opposés du grand cercle 
et de longueur donnée L’, ont une aire moindre que l'aire S, de la 
lentille symétrique, donc 


e a et a 
RSR ES IE L TS LE J? 
d'où 
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finalement 
R(CISR, (LAS) 


Pour que l'égalité ait lieu, il est nécessaire qu’elle ait lieu dans 
toutes les inégalités précédentes, c’est-à-dire que la courbe (c”) doit 
être une lentille de longueur L et de surface S et il doit en être de 
même de (c’) donc de (c). 


Le résultat obtenu peut être étendu aux courbes fermées non 


. convexes et même à des ensembles plus généraux. Soit E un ensemble 


de points quarrable d’aire S ne comprenant que des points intétieurs, 
E l’ensemble des points limites de E qui ne font pas partie de E; nous 
supposerons que l’ensemble fermé E + E est bien enchainé, c'est-à-dire 
que E se compose des points intérieurs à une ou plusieurs courbes, ou 
même à une infinité de courbes, et que l’on peut joindre par un chemin 
continu formé de points de l’ensemble E + E deux points quelconques 
de cet ensemble. Nous supposerons que E a une mesure linéaire finie / 
et à E + E nous ajouterons un ensemble & de points bien enchainé 
avec le précédent et tel que l’on puisse joindre deux points quel- 
conques de l’ensemble E + E + & par une ligne continue formée de 
points de cet ode De & nous supposons de plus qu'il a une 
mesure linéaire, soit ©. Comme cela est naturel, nous compterons 
deux fois cette Paie dans la mesure linéaire de E + & que, par 
suite, nous 5 QE égale à {+28 — L. Considérons alors l’enve- 
loppante convexe de E+ E+ 6, Ae a une longueur L’SL et une 
aire S'=S et, pour le rayon R de son cercle circonscrit on a 


RER CLS yeh LT 


Avec les conventions précédentes nous pouvons donc dire que l'on 
peut mettre toutes les courbes de longueur L et de surface S données à 
l'intérieur du cercle de rayon R,(L, S). 


. Problème I'. — Il s’agit, ici, de déterminer, parmi toutes les 
ee convexes de longueur L et de surface S données, celle dont le 
rayon du cercle inscrit est le plus faible. Dans mon premier Mémoire 

ot 
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(loc. cit.) j'ai démontré (p. 364) l'inégalité suivante où R désigne le 
rayon du cercle circonscrit à la courbe ; 
(1) (1+ cosu)RL — S<(n —1)R? sinu(2 + cos) 


+ R'sin[r —(n—1)u] 2 + 2cosu — cos[ Tr — (n — 1)u]! 


lorsque 


(x entier), 


. . . . FH 
inégalité valable quel que soit u compris entre o et = 

Pour une valeur déterminée de w le signe d’égalité n’est valable 
que lorsque la courbe se réduit à un polygone de » côtés inscrit dans 
un cercle de rayon R et qui a nm — 1 côtés égaux ayant chacun vu éomme 
demi-angle au centre. 

Posons 


N 


1 
€. 


En — 


CL 


où S, et L, désignent l'aire et le périmètre du polygone régulier de 
n côtés et convenons de dire qu'un segment de droite est un nie one 
régulier à deux côtés (£, = 0); le nombre ¢, croit avec 7. 

Considérons maintenant les courbes de longueur L et de surface S 
données et supposons que 


ce 


à 
£5 rae 
En < I: = Ên. 
F 


Parmi ces courbes il existe alors un polygone à n côtés, inscriptible 
à un cercle, dont n — 1 côtés au moins sont égaux, tandis que le der- 
nier côté ne surpasse pas chacun des n — 1 autres. En désignant par wu 
le demi-angle au centre des n — 1 côtés égaux, l'inégalité (1) deviendra 
une égalité pour cette valeur de w et lorsque la courbe est le polygone @. 
On vérifie facilement que la valeur de R correspondante est la plus 
grande des deux racines de l'équation du second degré obtenue en 
fant les deux membres de (1), donc pour toute courbe convexe (c) 
de longueur L et de surface S ona 


Ric) >R(2), 


l'égalité n’ayant lieu que lorsque la courbe (c) se réduit au polygone @. 


mn 


7 
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R(2) 
iB 


S : : 
du rapport —» cela tient au fait que le problème que nous venons de 


Comme on le voit le rapport est une fonction fort compliquée 


résoudre est un problème irrégulier de calcul des variations. 


8. Problème IT. — I] s’agit de trouver le plus petit de tous les cercles 
inscrits aux courbes de longueur L et de surface S données. Ce pro- 
blème a été résolu par M. Bonnesen; ici nous donnerons une solution 
analogue à celle du problème I. On constate d’abord que le rayon 
r,(L, S$) =ySv i) des cercles inscrits au rectangle coiffé de deux 


9 


demi-cercles (courbe parallèle à un segment de droite) est une fonc- 
tion croissante de S et du rapport ;,- Considérons alors la couronne 


(P, 2) de la courbe considérée et symétrisons cette courbe suivant le 
procédé de M. Bonnesen puis considérons l’enveloppante convexe ( c”) 
de la symétrisée (c’); cette dernière courbe a pour cercle inscrit le 
cercle de rayon o et l’on a, en désignant par r(c) le rayon du cercle 
inscrit à une courbe (c), 


r(e)Zp(e)=r(c"). 


La courbe (c”) touche le cercle de rayon ¢ en au moins deux points 
diamétralement opposés, le diamètre correspondant étant un axe de 
symétrie pour (c”). Construisons alors le rectangle coiffé de deux 
demi-cercles dont la longueur L’ est la même que celle de (e”) et dont 
le cercle inscrit a pour rayon r(c”); d’après la propriété isopérime- 
trique du cercle, son aire S, n’est pas inférieure à l'aire S” de (c”). 
De là 


Le ie 
r(c") — r,(L7, Si yoy v(g4)> 


donc 


me 


AREAS boreal NYAS bans : 
reyev8. (Be) 2v84( se) 2 Sn )=n tes). 


Pour que l'égalité ait lieu on voit, comme pour le problème I, 
que (c) doit être précisément le rectangle coiffé de deux demi-cercles 


de longueur L et de surface S. 


9. Le raisonnement précédent utilise la propriété isopérimétrique 
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du cercle; or, M. Bonnesen démontre précisément cette propriété au 
moyen d'une inégalité d’où l'on peut déduire le résultat précédent. La 
démonstration que je viens de donner a un mérite : celui de nous 
fournir la solution d’un autre problème. Nous voyons en effet que, 
pour les rayons P et ¢ des cercles de la couronne minima attachée à la 


courbe, on a | ; 
PSR,(L"S ) el e2r,(L, 3) 


Par conséquent, si l’on considère un couvercle limité par un cercle de 
rayon R, dans lequel on a pratiqué un trou, limité par un cercle de 
rayon 7, concentrique au précédent et si l’on peint ce couvercle en 
rouge, il sera toujours possible de le placer sur une courbe convexe 
de longueur L et de surface S peinte en blanc de facon que le trou 
apparaisse complètement blanc et que le blanc n’apparaisse nulle part 
ailleurs. 


10. Problème Il. — La résolution de ce problème est immédiate : 
entre le ravon r du cercle inscrit dans une courbe, sa longueur et son 


aire on à 
rL— asso. 


où légalité n'a lieu que pour les capuchons du cerele dé rayon r. Le 
: 25 
maximum de 7 est donc [=r ettout capuchon du cercle de rayonr, 


et de longueur L a pour aire S. 


l1. Les solutions des problèmes I et II que nous venons de donner 
nous fournissent du méme coup les solutions de ces mémes problémes 
pour le cas dès bandes circonscrites à cause de la forme des figures 
extrémales trouvées. En désignant par B une largeur d’une courbe 
convexe de longueur L et surface S données on a pere 


af, TL oe Bea Ry ES) 


On peutremarquer qu'ici, la solution directe de ces deux problèmes 
peut être obtenue au moyen du procédé de symétrisation de Steiner. 
Quant aux problèmes I’ et II’ je n'en possède pas les solutions 
dans le cas général. Cependant le problème I’ est résolu dans le cas 


- 
bs 
“4, 
Li 
os 
# 
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« 


€, et le diamètre D de toutes les courbes de longueur L et 


de surface S est, dans ce cas, supérieur ou au moins égal au diamétre 
du polygone régulier de 2n côtés qui fait partie de cet ensemble de 
courbes : c'est une conséquence de la résolution du problème I’ dans 


> : 
le cas du cercle. Dans le cas ott [2 =<: le problème est résolu par 


l'inégalité de M. Kubota 


où l'égalité n’a lieu que pour le triangle équilatéral car le diamètre D 
de ce triangle est alors égal à la plus grande des racines de l’équation 
du second degré en D obtenue en égalant les deux membres de l’iné- 
galité précédente. 

Je me permets d'ajouter que les considérations développées dans 
mon premier Mémoire doivent donner la solution complète de ces 
deux problèmes. Mais ces deux problèmes étant irréguliers, on ne 
peut guère espérer obtenir une solution plus simple que celle du pro- 
blème I’ que nous venons de traiter et la démonstration de l’inéga- 
lité (1), sur laquelle est basée la démonstration, est fort laborieuse. 


12. Toujours à cause de la forme des extrémales trouvées, la solu- 
tion du problème [ pour le cercle nous fournit la solution de ce mème 
problème dans le cas où la forme donnée du couvercle est telle que le 
diamètre de son cercle inscrit est égal à son épaisseur. Nous avons 
aussi la solution du problème IT dans le cas où, pour la forme de cou- 
vercle considérée, le diamètre du cercle circonserit est égal au dia- 
mètre de la courbe. | 

Par exemple les problèmes I et II sont résolus dans le cas où (I) est 


une courbe à centre. 


13. On sait que l'épaisseur A d'une courbe convexe est comprise 
entre le double et le triple du rayon de son cerele inserit (272 A Si) 
et qu'elle n’est égale à 37 que lorsque la figure est un triangle équila- 
téral. Nous venons de résoudre le problème |! dans le cas où la courbe (M) 
est tellé que A = 27, nous allons maintenant le resoudre dans le eas 


2 1% 
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où A — 3r. Nous recherchons donc quel est le plus petit triangle équi- 
latéral à l’intérieur duquel on peut faire tourner toutes les courbes de 
longueur L et de surface S données. 

Considérons une courbe convexe (c) inscrite dans un triangle équi- 
latéral donné ABC et qui peut y tourner et soient A’, B’, C’ des points 
de contact de cette courbe avec les.côtés BC, CA, AB du triangle; sup- 
posons que l’on ait 


AB’ + AC'<AC'+ BAS CA’ + CB’, 


alors on aura aussi 
AB'+ AC'< AB. 
Considérons alors la courbe (c_) symétrique de (c) par rapport à 


3 5 e+ c_ se CV 7 
la bi-sectrice de l’angle A et la courbe de la série linéaire 


engendrée par ces deux courbes; cette dernière a pour longueur la 
longueur commune à (c) et à (c_) et une aire non inférieure à l’aire 
commune à ces deux courbes et elle est aussi inscrite au triangle ABC 
et peut y tourner. Elle touche le côté BC en son milieu @ et les côtés CA 
et AB respectivement en 5 et tels que 


AB'+ AC’ ÿ AB 


2 ra 


Api Ay = 


Les trois points «By forment un triangle isoscèle dont la base By ne 


C : à : . 

,-* Le triangle ABC étant donné, on montre facilement 

que la longueur du triangle «By augmente tandis que son aire diminue 
are BC 

| =}. 

orsque By diminue (By ne surpassant pas — 


Il suit de là que, parmi toutes les courbes de surface S donnée, infé- 
rieure au quart de l’aire du triangle ABC, inscrites dans le triangle ABC 
et qui peuvent y tourner, c’est un triangle isoscèle «By qui fournit le 
minimum de la longueur. 

Considérons maintenant, avec la courbe (c), les deux courbes 
(“z) et (Sr) obtenues en faisant tourner (c) de l’angle a dans 

3 3 


les deux sens, autour du centre du triangle équilatéral et construisons 


} 


a 1 
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la courbe 
e= 


de la série linéaire engendrée par ces trois courbes. Elle aussi est ins- 
crite dans le triangle ABC et peut y tourner et elle a méme longueur 
que la courbe (c) ead que son aire n’est pas inférieure a celle 2 Ge): 
de plus elle touche les trois côtés du triangle ABC en leurs milieux 


respectifs A,B,C, et une rotation de “= autour du centre du triangle 


équilatéral améne cette courbe en coincidence avec elle-méme. Ces 
diverses propriétés assurent que € n’a aucun point extérieur au cercle 
circonscrit du triangle A, B, C,. Construisons alors l’arc de cerele allant 
de B, à C,, symétrique par rapport à AA, et ayant la même longueur 
que l’arc de € correspondant et opérons de la même façon sur les arcs 
qui vont de C, à A, et de A, à B,. On obtient une courbe convexe (c’) 
de même longueur que (c) mais d’aire non inférieure et qui, elle 
aussi, peut tourner dans ABC. | 

Donc, parmi toutes les courbes convexes inscrites dans un triangle 
équilatéral ABC et de surface S donnée, non inférieure au quart de 
l’aire de ABC, c’est la figure formée de trois arcs de cercle égaux qui 
joignent deux à deux les milieux des côtés et sont respectivement 
symétriques par rapport aux hauteurs de ABC, qui fournit le minimum 
de la longueur. 

Soit h fi hauteur de ABC, écrivons, pour les figures trouvées, 


S 
hal f(y) =A (ls S), 


on constate sans peine que la fonction / est décroissante. 
Considérons maintenant le plus petit triangle équilatéral où puisse 
tourner une courbe (c) de longueur Let de surface S donnée et soith(c) 


la hauteur de ce triangle, nous distinguerons deux cas : 


1° Le rapport ;; à ne dépasse pas le rapport correspondant du triangle 


équilatéral. 
si défini is la courbe “~*~ 
Considérons alors la courbe (c_) déjà définie puis la courbe — 


Ann. Ke. Norm., (3), XLVU. — OCrouRE 1930, LL 
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d’aire S,2S, ona y 
SP) S S 
h{c\=h(e)=X (‘ — )sts( 7s) Sts(G3) 
\ : à 


h(c)<h,(L.S) 


ou 


et le signe d’égalité n’aura lieu que sic est un triangle isoscèle, dont 
la base ne surpasse lé l’un des côtés égaux, et de longueur L et de 
surface S. 


2° Le rapport © S dépasse le rapport correspondant du triangle équi- 


latéral. 


Nous considérerons les trois courbes (c), (C5), (° =) puis la 
; T de à 
C +16 rt e 


27% 
ES 


courbe d'aire S,>S et enfin la figure formée de trois 


arcs de cercles, définie précédemment et de longueur L; l’aire S' de 
cette dernière figure n’est pas inférieure à S,. On a 


Brass és 2) 
, er héhé à LS 
ees oe =LS (i Jef) s(qa)> 


c’est-à-dire 
h(ce)<h,(L, S), 


où le signe d'égalité n’a lieu que pour la figure considérée précédem- 
ment. Le problème est complètement résolu et appelle les mémes 
remarques que précédemment. 


14. Le cas de l’ellipse. — Maintenant nous prenons pour courbe (C) 
une ellipse et l’ensemble de courbes que. nous considérons est cons- 
titué par toutes les courbes d'aire donnée S et qui, avec (C), ont une 
aire mixte s également donnée. Les quatre problèmes de couvercle 
posés, peuvent, dans ce cas, être facilement résolus si (T°) est homo- 
thétique a(C). 

Pour avoir les solutions correspondantes il suffit de remarquer que 
ellipse donnée est la projection d’un cercle d’un plan II et les courbes 
considérées sont les projections des courbes du plan II d’aire et de 
longueur données. Par conséquent, quant au problème I, il y a une 


? ’ 
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infinité de courbes qui ne peuvent être recouvertes que par le cou- 
vercle homothétique à l’ellipse donnée et ces courbes sont des lentilles 
qui ont un centre de symétrie et qui sont limitées par deux ares 
(ellipse. A l’intérieur des courbes de l'ensemble considéré qui pro- 
viennent de l’étirage d’une ellipse homothétique à (C), on peut mettre 
Vellipse solution du problème Il. Quant aux problèmes I’ et IF leur 
solution est également immédiate. 

On peut aussi trouver le plus petit cercle à l’intérieur duquel on 
peut mettre toute courbe de l’ensemble : c’est celui qui a pour dia- 
mètre le grand axe de l’ellipse solution du problème I lorsque (T) est 
homothétique à (C); tandis que le plus petit cercle que l'on puisse 
mettre à l'intérieur de toutes ces courbes a pour diamètre le petit axe 
de l’ellipse solution du problème II dans les mêmes conditions. Dans 
une bande ayant pour largeur le plus petit axe de l’ellipse solution del 
on peut mettre toutes les courbes de l’ensemble. 


15. Le cas du carré. — La courbe (C) est un carré de côté r et l’en- 
semble (E) est constitué par les courbes d’aire donnée S et dont la 
somme des largeurs dans les deux directions des côtés du carré est 
donnée. 

Le problème I, lorsque (I’) est un carré homothétique à (C). est 
équivalent au suivant : parmi toutes les courbes d’aire donnée S et 
dont la demi-somme s des largeurs dans deux directions rectangulaires 
données est également donnée, quelles sont celles qui présentent le 
maximum de largeur dans l’une ou l’autre des directions données ? 

Pour que les courbes existent effectivement, il est d’abord néces- 
saire que l’on ait s?2S, le signe d'égalité n'ayant lieu que lorsque la 


courbe est un carré. Cela étant on sait que Fun a l'inégalité 


D — 208 +S£LO, 
£ 


valable lorsque + désigne une longueur comprise entre le côté du plus 
petit carré qui contient la courbe etle côté du plus grand carré qu’elle 
contient, ces deux carrés étant homothétiques à (C). On trouvera dans 
le livre de M. Bonnesen tous les éléments de cette démonstration et 
l’on verra aussi que le signe d'égalité n'est valable dans la formuie 
précédente que lorsque la courbe peut par étirage donner un carré, cas 
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où l'égalité a lieu pour la plus grande racine de l'équation du second 
degré obtenue en égalant à zéro le premier membre de l'inégalité pré- 
cédente; ou bien lorsque la courbe provient de l’étirage d’un carré 
homothétique à (C), cas où l'égalité a lieu pour la plus petite racine. 

Les courbes qui présentent le maximum de la largeur dans l’une ou 
l’autre des directions données sont donc deux rectangles, définis à 
une translation près, à côtés parallèles à ceux de (C) et d’aire S. On 


5 fs : T 
passe de l’un à l’autre de ces rectangles par une rotation de —- 


Quant au problème II sa solution est constituée par le carré qui a 
pour côté la longueur de la plus petite racine de l’équation du second 
degré précédente et une infinité de courbes de E ont ce carré pour 
inscrite. Parmi celles-ci les deux rectangles déjà trouvés présentent 
le minimum de la largeur dans les directions du carré donné. 

Cherchons maintenant le plus petit cercle dans lequel on puisse 
mettre les courbes de l’ensemble E. Ce cercle doit, en particulier, 
pouvoir recouvrir les rectangles dont nous avons déjà parlé et l’on voit 
facilement que toute autre courbe de E est comprise à l’intérieur d’un 
rectangle que l’on peut mettre dans ce cercle car la plus grande des 
dimensions de ce rectangle est bornée supérieurement par la plus 
grande des dimensions des rectangles précédents. Le diamètre de ce 
cercle est donc aussi là largeur de la plus petite bande à l'intérieur de 
laquelle on peut faire tourner toutes les courbes de l’ensemble E. 
Quant au plus grand cercle que l’on peut mettre à l’intérieur de toutes 
les courbes de E il a pour diamètre l'épaisseur des rectangles déjà 
considérés. 


oo, ate mn ate co 
SUR 
UN SYSTÈME D’EQUATIONS 
AUX DÉRIVÉES PARTIELLES 


Par M. E. GOURSAT 


Dans deux articles récents (‘), j'ai signalé quelques cas particuliers 
où une équation de Monge à deux variables indépendantes que l’on 
peut écrire symboliquement 


Sa Andzidzj—o (i, K=1, 2,3, 4) 


admet une intégrale générale explicite. Dans ce nouveau travail, je 
considére un système formé de deux équatious de la forme précédente. 
Le problème de l’intégration est alors d’une nature toute différente, 
car ce système est équivalent à un système de deux équations aux déri- 
vées partielles du premier ordre, à deux variables indépendantes et à 
deux fonctions inconnues, qui se ramène en général (7), de deux 
façons différentes, à une équation du second ordre. Mais, en tenant 
compte de la forme spéciale des équations aux dérivées partielles dont 
il s’agit, cette réduction peut se faire d’une façon beaucoup plus facile 


que dans le cas général. 


1. Soient 


Q, = LAxdr;dxr, Q. = TBxdxjdx, Vice el, 414 


deux formes de Pfaff du second degré à quatre variables, les coef- 


PR See ee 
(1) Bulletin des Sciences mathématiques, t. LIT, 1928. p. 397; t. LIL, 1929, p. 196. 
(2) Voir le fascicule VI du Mémorial des Sciences mathématiques : Le problème 


de Bäcklund. 
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ficients Ax, By, étant des fonctions quelconques de ces variables. 
L'intégration du système des deux équations 


(1) 22 == 0% 67, = 0, 


c'est-à-dire la détermination des multiplicités à deux dimensions satis- 
faisant à ces relations, revient, d'après la définition même des formes 
symboliques de différentielles, à la recherche de quatre fonctions r,,2, 
xy, æ, de deux variables indépendantes u, +, vérifiant les deux 
équations 


à DS ae} sy D(3;, 54) 
pet ee SE > Bap =o. 
sae > “Du, ©) hie D(a, ©) 


Si, par exemple, on prend æ, et x, pour variables indépendantes, 
les équations (1') forment un système de deux équations aux dérivées 
partielles du premier ordre, que l’on peut ramener immédiatement à 
un système de Backlund. 

Rappelons d’abord la propriété suivante ('). Pour qu'une forme sym- 
bolique 

Q S caned.c;, dap, 
où figurent quatre variables et leurs différentielles, soit le produit sym- 
bolique de deux formes linéaires de Pfaff, il faut et il suffit que les 
coefficients 4,, vérilient la relation 


(2) Ayo Ug, + ia yo + Ay, Mos 0 (int Ar) 0. 
Plus généralement, si w,, ©, ©,, ©, sont quatre formes de Pfail du 
premier degré, linéatrement distinctes, la forme 


Q - ao 


est le produit symbolique de deux formes linéaires, si les coefficients 
ai vérifient la relation (2) et dans. ce cas seulement. Cela posé, la 
forme Q = },Q, + 2,Q, sera le produit symbolique de deux formes 


(*) Leçons sur le problème de Pfaff, Chap. HT. Je prie le lecteur de se reporter a 


ce Chapitre pour la démonstration des propriétés des formes symboliques qui seront 
utilisées, 
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linéaires de Pfaff, pourvu que les facteurs A,, À, vérifient la relation 


(3) (A, Aye + A, Bye) (2, Ag, + Ae Bs.) + (Aus + Bis) (Ar Aye + Ay By) 
+ (4, Ay, + Ay By) (Ay Ags + A, B,,) = 0, 


équation du second degré en >> qui admet deux racines distinctes si 


les coefficients A;,, B; ne satisfont à aucune condition particulière. 

Nous allons d’abord examiner si cette équation peut se réduire à 
une identité. S'il en est ainsi, nous pouvons supposer les formes Q, 
et Q, remplacées par deux produits symboliques 


OOo OA == Oa, 
ff 1 2 2 3 k 


Si les quatre formes w,; ©, &,, ©, sont linéairement distinctes, la 
forme A,@,@.+ A.@;@, ne sera un produit symbolique, d'après la 
condition (2), que si l’on a À, À, — 0. Les formes «,, 2, @,, w, ne 
peuvent donc être distinctes si l’équation (3) est vérifiée, quels que 
soient A, et À,. Les formes w,, w, sont certainement distinctes, sans 
quoi le produit symbolique w,w, serait nul identiquement, et le sys- 
tème (1) se réduirait à une seule équation. Il en serait de même si w, 
et w, étaient des combinaisons linéaires de w,, w.. Le seul cas à exa- 
miner est done celui où @,, @,, w,, par exemple, seraient trois 
formes de Pfafl linéairement distinctes, tandis que w, serait une 
combinaison linéaire de celles-la 

6), = Oy 6), + Lo Wg + Laye 

On a alors 


HO Ae on hy + 204, Wg WY Ay Hy Ws Gy, 


. 


et la condition (2) est toujours vérifiée, quels que soient },, À,. Les 
premiers membres des deux équations Q@,—o, Q,— 0 s'expriment 
uniquement au moyen des formes linéaires w,, ws, &,, et l’on vérifie 
aisément que toute forme 


Q = Ayo, 09 + A3 03 + Aggy Ws; 
est le produit symbolique de deux formes linéaires; en effet, pour que 


Q soit le produit de a, w, + %@.+ «3, par une autre forme de Pfaff, 
il faut et il suffit que le produit symbolique Q( a, w, + %@, + 430, ) 
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soit nul, c’est-à-dire que l’on ait 
Ay3-+ Ags a + Az, %= 0. 


- Dans ce cas particulier, il est facile de trouver toutes les intégrales 
du systéme (1). En effet, les trois équations 


@,—0, 6.0, : W3—O, 


où figurent quatre variables, forment un système complètement inté- 
grable équivalent à un système dy,—0, dy; —0, dy; —0, les trois 
formes w,, ©, w, sont donc des combinaisons linéaires de dy,, dys, 
dy,, et le système (1) est de la forme 


ZAxdyidyr:=0, 2Bxdyidyx= 0 (ë, K=1, 2,3). 


On en tire 
(4) dy, dy. wr dy,dy; ate dy;,dy; 
P; GE Ps iz P, ‘ 


P,, P., P; étant des fonctions de y,, ys, y;, pouvant contenir une 
autre variable y,. On satisfait à ces relations en établissant deux rela 
tions distinctes entre y,, Yo, y:, telles que 


Ps aXe Ya=g ls). 


Si l’on peut satisfaire aux équations (4) en établissant une seule 
relation entre y,, ¥2, Ya, deux de ces variables, y, et y», par exemple, 
peuvent être prises pour variables indépendantes, et les relations (4) 
donnent alors 

dys 
sist ed 


a Er A Pe 
dy, = P, dy, re [DR 


Si la dernière variable y, figure dans les seconds membres, l’élimi- 
nation de y, conduira à une équation aux dérivées partielles du 
premier ordre (') 


; Oy Oye 
F (01 d'os Vas # ’ “Pe = 0 
us re 


ee 


(1) D'une façon générale, l'intégration d’une équation de la forme 
Ave dV3 dy. + Ao; dyedy3+ À; dyady1 = 0 


revient à la recherche des surfaces dont le plan tangent passe par la droite de para- 
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. Ce cas exceptionnel écarté, l'équation (3) admet deux racines 
wi 
en j > en général distinctes, et par conséquent on peut ramener le 


système (1) à la forme 


Lay. Oo), 6); 0, *O,—= ZB;:dr;dx;— 0 . 


de deux façons différentes si l'équation (3) a deux racines distinctes, 
et d’une seule façon si l’équation (3) a une racine double. Dans le cas 
général, dont nous allons d’abord nous occuper, où l'équation (3) a 
fix racines distinctes, on peut prendre. pour Q, et Q, deux formes 
décomposables symboliquement en facteurs linéaires, et écrire le sys- 
tème (1) sous la forme 


(6) $2 Wy. 20.4, 0, 


1, Wx, Wa, W, étant quatre formes de Pfaff linéairement distinctes. 
Cette réduction n’exige que la résolution d'une équition du second 
dégré et des calculs int 

L'intégration du système (6) se ramène elle-même à l'intégration du 
système de deux équations de Pfaff 


(7) @, + A®,= 0, &3+ .0,= 0, 


mètres directeurs As, Az, Ag, c'est-à-dire à l'intégration du système 


ayy fe dys dy: 
Ads + As Aye 


Si l’on a deux équations simultanées de la forme 
As dy1dye + A3 dyedy3—+ Ay dÿ3dys= 0, 
B:: dy dys + Ba, dy2 dys oe Bai dys dy = 0, 


Jes coefficients dépendant d’une autre variable y,, on satisfait d'abord aces équations 
en établissant deux relations arbitraires entre y, ÿ», ar Si y, figure dans les cueffi- 
cients, lex calculs du texte montrent qu'il y aura une infinité d'autres solutions, qui 
s'obtiendront par l'intégration d’une équation aux dérivées partielles du premier 
ordre. 


Pin Por. ies j 
Si», ne figure pas dans les rapporis Pp.’ pol n'y aura de solutions nouvelles que 


si l'équation 
fé P; dyi-- P; dy: Psdy3= 0 


est complètement intégrale. Si en particulier P,= P3=o. on satisfait aux équations 


,. DU PT: A S 0] 
(4) en posant seulement dy; = 0, on yi= C. L'intégrale générale dépend donc d’une 


fonction arbitraire de deux variables On verra un exemple plus luin (n° 10). 
ef 
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à six variables a,, 22, 23, æ,, A, Us, c'est-à-dire à un problème de 
Bäcklund particulier. Chacune des équations (7) est une équation sin- 
gulière du système de Pfaff. Prenons le cas général où l'équation 
©, + kw, = o est de classe cing; cette équation étant mise sous une 
forme canonique 
dz — pdx — q dy =o. 

Li Ly, Ly, L,, À S'eXxprimant au moyen de æ, y, 3, p,q, et la seconde 
des équations (7) devient, en remplaçant ds par p dr + q dy, 


a de + a,dy +a;dp + a,dq + u(b,dr+ b,dyv + b,dp + b,dq)= 0, 


les coefficients a;, 6; ne renfermant que les variables x, y, 3, p,q. Ceci 
suffit pour prouver que l’équation w, + 7, =o est une équation sin- 
guliére du système de Pfaff, et la résolvante de première espèce cor- 
respondante s’obtiendra en éliminant » entre les deux relations 
a,+ayrt+as+p(b,+ br+b,s)=0, 
Ag+ 4,8 + a,t+ p(b,+ 0b,s + bit) —o, 


On verra de méme que l’équation @; + uw, =o est laseconde équa- 
tion singulière du système. 
Remarquons aussi que l’on arriverait à la même résolvante en 
remplacant dans les équations 
= «dr + a, dv + a,dp + a,dq =o, 


w,= b,dx + b,dy + b,dp + b,dq =o, 


dp par rx +s dy, dq par sda + tdy, et éliminant ensuite le rapport = 
entre les deux relations obtenues. Il en résulte que les deux équations 
précédentes, jointes à la relation ds = p dx + q dy définissent une des 
familles de caractéristiques de la résolvante ('). On verrait aussi, en se 
reportant à la théorie du problème de Bäcklund, que les deux équa- 
tions @,=0, w,—o sont des combinaisons linéaires des équations 
différentielles de l’autre famille de caractéristiques. 


3. On peut obtenir ces résolvantes plus aisément que dans le cas 
géneral en Conant compte de la forme particulière des équations (7). 


(1) Voir mes Lecons sur l'intégration des equations aux dérivées partielles du 
second ordre. t. 1, n°28, p. 51. 
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Considérons d’abord le cas général où le système des deux équations 
W,== 0, W,— 0 n’admet aucune combinaison intégrable. On peut alors, 
par un changement de variables, ramener la première équation (6) à 
la forme (') 


(8) (dy3— 92dY¥,) (dje— ¥ ,ay',) =0, 


Vis Vas Vs, Ya étant quatre fonctions indépendantes de x,, æ, æ,, æ;, 
et cette opération n’exige que la réduction à une forme canonique 
d’une forme de Pfaff de classe trois. Avec les nouvelles variables, le sys- 
tème (1) est remplacé par un système formé de l’équation (8) et d’une 
nouvelle équation distincte de celle-là 


(9) ZCxdy:dy;=0, 


où les coefficients C;, sont des fonctions de y,, y», Ya y,, mais il n'est 
pas nécessaire, pour la suite des calculs, de supposer que le premier 
membre de cette équation (9) est un produit ou de deux 
formes linéaires. 

L’équation (8) peut elle-même être remplacée par l'équation de 


Pfaff 
(10) dy,— y.dy,— i(dy,— 7',d)',) =0 

Pour fixer les idées, nous chercherons les intégrales du système 
pour lesquelles y, et y, ne sont liées par aucune relation ; on peut 


alors les prendre pour variables indépendantes, et la solution générale 
de l’équation (10) est donnée par les formules 
Ad Ole es 
a Se i ye ee Vote? 
(11) Ios I; Je OY ? € Royal | Oy, 


Pour revenir aux notations habituelles, remplacons y,, y:, y: par 


ye a 


x, y, 3 respectivement, a et — . par p et g; la dernière relation (11) 
= . ’2 , 
donne y,= atx tandis que | hase (9) s'écrit 


9) G,dz dy SE Car ds + C,, dx d( +) a= Cady ds 


à Pa ) Es 


PCT) af £ = +) +c iy 1e 


(') Lecons sur le problème de Pfaff, p. 116 et 307. 


22 
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, ‘ vs à 4 yop 
Remplacons dans cette équation dz par pdx + qdy, et af ) 
par ne Ta 
lgr+iy Fe ys | dr £ [gti —s) = (Y —p LA pren 
| ie : q~ 


en effectuant les produits symboliques indiqués et supprimant le fac- 
teur commun dx dy, on trouve que la fonction f(x, y) doit satisfaire 
à l'équation aux dérivées partielles du second ordre, linéaire en7,s, 4, 


JA +S m2lelé ms LL 


TT FER PAS 
(12) GC: + Cisg — Cup =~ Cie PE + C,, ‘poteghe alk: 
it a E ee eal ee 2 LE “ee ST ALT =P — 6 
qd 


qui est une résolvante du système (1). 


Remarques. — |. Il est évident a priori que l’on aboutirait à la même 
équation en employant la méthode générale indiquée au numéro pré- 
cédent lorsque le premier membre de l'équation (9) est décomposable 
en un produit symbolique de deux formes linéaires. La vérification 
directe est facile. 

Il. Pour que l'équation (12) ait ses deux familles de caractéristiques 
confondues, il faut et il suffit que les coefficients C;, de l'équation (9) 
vérifient la relation 


(13) Carre Ci Gaya 0s 


c'est précisément la condition pour que l'équation en z, obtenue en 
exprimant que la forme 


vs vds dr) + AS Cadridre 


est le produit symbolique de deux formes linéaires, admette la racine 
double : — 0. 

Ainsi, lorsque le système (1) peut être ramené à la forme (6), les 
quatre formes ©,, @,, ©,, ©, étant linéairement distinctes, le système 
(7) admet en général deux résolvantes de première espèce pour les- 
quelles les deux familles de caractéristiques sont distinctes. Lorsque. 
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l'équation (3) a une racine double, nous voyons au contraire que l’in- 
tégration du système (1) se ramène à l'intégration d'une équation de 
Monge: Ampere ayant ses deux familles de caractéristiques confon- 
dues. 


. Les conclusions précédentes ne s'appliquent qu'aux circonstances 
Fa Lap générales. Nous passerons rapidement en revue les cas parti- 
culiers qui peuvent se présenter. Supposons le système proposé 
ramené à la forme (5); si les deux équations w, = 0, w,— 0 admettent 
une combinaison intégrable ét une seule, on peut, par un changement 
de variables, ramener l’équation w,, = o à la forme 


(14) Da = AV (dV, — UV) = 0, 
Vis Yoo Vas Ys étant quatre fonctions distinctes de æ,,2,,æ,,æ,, tandis 


que la seconde équation du systéme devient 
(CHE) ECxdridrs= 0. 
On satisfait encore à l’équation (14) en posant 


ice LÉ Vs ie Ii 00): M= <= =, 


et, en substituant ces expressions dans l’équation (15), on voit que la 
fonction f(x, y) doit satisfaire à l'équation du second ordre 


(16) Cut Cia9 — Cap + C,,¢ — Css + Cy, (pl— gs) = 


pour laquelle une des familles de caractéristiques admet la combinai- 
son intégrable dr — 0. Les deux familles de caractéristiques de cette 
équation seront confondues si l’on a €,,+C;,7=0, et l’on obtient 
la même conclusion qu’au numéro précédent. 

Supposons enfin que les équations w, = 0, w,—0 forment un sys- 
tème complètement intégrable. Par un changement de variables, le sys- 
tème proposé peut alors être ramené à la forme 


(13) Sadly ays Olea CANAL. 
La forme Q,+7.Q, est un produit subie si À vérifie l'équation 


(tr LAC NC, EAU Cia Cie + Gy Gog T= 


Cette équation admet la racine 2 =o, et une autre racine différente 
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de zéro pourvu que C;, ne soit pas nul. Supposons d’abord C;, 0; le 
système (17) peut être écrit sous la forme équivalente 


(17 dy,dy,=0, 00, 


les quatre formes linéaires dy,, dy2, ©, ©, étant distinctes. 
L'intégration de ce système est équivalente à celle du système de 
Pfatf 


18} dy» — dy, =0, W;-+ HO, — 0, 


qui admet une équation singulière de classe trois. 

Si la seconde équation w,+ 10,— 0 est de classe cinq, la résolvante 
correspondante de première espèce admet une intégrale intermédiaire 
dépendant d’une fonction arbitraire. Si cette équation est de classe trois 
le système (18) est réductible à une forme canonique 


dy,—idy,=0, dy;— pdy,=0 


qui s'intègre immédiatement. 
I ne reste plus qu’à traiter le cas d’un système de la forme 
= dy;dy:=0, 


) 
(19) = 
: = C;sdy dy y+ C;;,dy, dy, + Cadr;dys ne LE dy dy,== oO, 


où l’on a 
C3, — 0, Cia Cie + C,,C,,4 0. 


De la premiére équation on tire y, = f(y,), et si l’on prend pour 
variables indépendantes y, et y,, la relation Q, = o conduit à une équa- 
tion différentielle pour déterminer y, 


+ = oy ~ = ! Oy 
Ci; + Css f (31) + {Gi + Cu f EE ER 
d'a 


relation de la forme 


dy = 
(20) <— LL ui Sir) FC) leit, 
7h) 4 “ . . 
qui devra être intégrée en considérant y,, f(y,), /’(y,) comme des 
I likes 
constantes. L'intégration introduira une constante que l’on remplacera 
par une seconde fonction arbitraire de y, ('). 


(ty Ces divers cas particuliers correspondent à des formes canoniques du sys- 
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9. On peut résumer comme il suit les résultats de la discussion. Si 
l'équation (3) a deux racines distinctes, le systeme(r) peut être ramené 


à la forme 
6} 6), == 0, Op 0. 


O,, Wo, Wz, ©, étant quatre formes de Pfaff linéairement distinctes, et 
l'intégration de ce système est équivalente à celle du système de deux 
éqnations de Pfaff à six variables 


(>) Oy = A@.==0, OPA, == 0; 


Si aucun des systèmes de deux équations 


(io), === Ol). (@; = G),==.0) 


n’admet de combinaison intégrable, le système (2) a deux résolvantes 
de première espèce avec deux systèmes distincts de caractéristiques. 
Si un des systèmes 


(6) 00), (Gn ==) == 0) 


admet une combinaison intégrable, il existe une combinaison inté- 
grable pour l’un des systèmes de caractéristiques de chacune des 
résolvantes. Si un des systèmes est complètement intégrable, sans 
qu'il en soit de mème de l’autre, le système (£) possède une seule 
résolvante de première espèce avec une intégrale intermédiaire dépen- 
dant d'une fonction arbitraire. Si les deux systèmes 


OS ON MOI V') 
1 2 GO , 


admettent chacun une seule combinaison intégrable, il existe aussi 
une combinaison intégrable pour chacun des systémes de caractéris- 
tiques des deux résolvantes de (È). Enfin si les deux systèmes sont 
l’un et l’autre complètement intégrables, il-n’existe pas de résolvantes 
pour le système (=), qui est réductible à une forme canonique et dont 
l'intégration est immédiate. 

Lorsque l'équation (3) a une racine double, il existe en général une 


tème (17) (voir Le problème de Backlund), Mais il est aisé de résoudre directement 
ce système en posant }: = /f( 9’) et en considérant }; comme une fonction de y, et 
de y2. La seconde équation (17) conduitimmédiatement à une équation lnéaire aux 


dérivées partielles du premier ordre. 


PDS 
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résolvante et une seule pour laquelle les deux systèmes de caractéris- 
tiques sont confondus. Cette résolvante peut elle-même disparaître 
dans certains cas, où l'intégration est ramenée à celle d’une équation 
du premier ordre. 


6. L'intégration des équations (1) peut, dans certains cas, se ramener 
d’une autre façon à l'intégration d’une équation de Monge Ampère. 
Supposons que l'on connaisse une combinaison linéaire de deux 
formes Q,, Qs, telle que À, Q, + 2,Q, pour laquelle la forme dérivée 
(A,Q,+4,Q.) estidentiquement nulle. Par un changement de varia- 
bles, on peut alors remplacer le système() par un système équivalent 
formé des deux equations 


21) Q, — dp dx + dq dy sh 
(22) Q,= A,,dx dy + À,,;dzx dp + A,,dxdq + A,;dy dp 
+ A,,dy dq + A;,dp dq = oO, 


où les coefficients A;, sont fonctions desvariables x, y, p, g. Remar- 


quons que si l'on remplace Q, par Q, — KQ,, les coefficients A,, et As, 
sont augmentes de K,, mais la somme A,,+A,, n'a pas changé. On 


peut done supposer, par exemple, A,,—0 ou A,,==0 dans l’équa- 


tion Q, =o. 
Sil on prend æ et y pour variables indépendantes, on peut remplacer 
l'équation Q, = o par l’equation 
d:= p dx + q dy. 


5 élant une inconnue auxiliaire, et l’on satis'ait à cette équation en 
posant 


NOR of 
. PE dr? QUE 0? 
J (a, y) étant une fonction arbitraire. En remplaçant p et g par ces 


expressions dans l'équation (22), et en tenant compte des relations 
dx dp — s dx dy, dx dg = tdx dy, dy dp=— r dx dy, 
dy dg =—sdx dy, dp dq =(rt —s?) dx dy, 


il reste, apres la suppression du facteur dx dy, une équation de Monge- 
Ampère à laquelle doit satisfaire la fonction f(a, y), que nous écri- 


A 
4 
4 


ew ere 
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rons, selon la notation d'Ampère, 


(23) Hr + aK s = Lt EME N(rét— 52) =o. 
en posant. 
193) Ho=— A... JR = ASE A, DA M= A. NN; 


Nous allons calculer comment cette nouvelle résolvante (23) se 
rattache aux résolvantes déjà étudiées. Avec les nouvelles notations, 
l'équation (22) s'écrit 


Q,= N dp dg + M dr dy — H dy dp + 2K dx dp + Wide dq 0. 


Pour que la forme Q, — AQ, soit le produit symbolique de deux 
formes linéaires, il faut et il suffit que A soit racine de | équation 


(24) 224 9 K2 + HL — MN=o, 


qui se présente aussi dans la recherche des caractéristiques de l’équa- 


tion (22). Il est facile de voir comment ces caractéristiques inter- 


viennent dans la question. Supposons, pour fixer les idées, que N 
n’est pas nul, et soient À,, À, les deux racines de l'équation (24). 


Posons 
: w, = N dp +Ldx+i,dy, = N dy + hdx + HU dr, 
= N dp+Ldr + dv. MEN dq +idr + Udy: 


les équations différentielles des deux familles de caractéristiques 
s’obtiennent en aljoignant à la relation ds = pdx + qdy les deux 
équations w, = ,= 0, ou les deux équations 6, = w,— 0. Eu tenant 
compte des formules 


Ay = 3k. 4, Ao HL MN, 


on trouve pour les produits symboliques w,@., ©, 0, les expressions 
suivantes : 
i, y= N[N dp dg + H dp dy + Ldadg + Mdr dy] 
+ N[A,dp dx +2, dy dq |, 
na == NEN dp dg + Udp dy + Ldrdy = M drd| 
+ N[/, dp dx + à, dy dq |. 
Ann. Ee. Norm.. (3), XLVIL -- Ocrosre 1930. 1° 
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d’où l’on tire ; 
no @30,=> N(A,—2,) (dp dc +idg dy) = Nthy— 4,)2,, 


6), 0, + 046, 2N(Ndpdq + Wdp dy +1drdq + Mdr dr) 
-— 2 NK(dp dx + dy dq) 
—92N(Q,+ 2K(dp dr + dy dy)\]=2N(Q,+2KQ,). 


Les produits symboliques w,@, et w,w, sont donc des combinaisons 
linéaires des formes Q, et Q,. Si À, —7/,,-on ne peut déduire des 
formes Q,, Q, qu'un seul produit symbolique, ce qui est bien d'accord 
avec les résultats antérieurs. 

Si N est nul, on verra de même que les produits symboliques déduits 
de Q,, Q, s’obtiennent aussi en partant des équations différentielles 
des caractéristiques de l’équation (23). 


7. Désignons, pour abréger, par & l'équation (23), et suppo- 
sons A, À, NS 0. L'intégration du système proposé est équiva- 
lente a celle du système des deux équations de Pfaff à 6 variables x,, 
CPE OT PME EE 


\ Ndp+Ldr +3, dy + p,(Ndq +hidr+ Udy)=o, 
| Ndp+ULdr--2,dy + p,(N dq +1, dr +M dr)=0. 


(59) 


Soient (E,), (E,) les deux résolvantes de première espèce de ce sys- 
tème. Pour obtenir la résolvante (E,), par exemple, on doit d’abord 
réduire la premiére équation (25) à une forme canonique 


(26) d'A, = PdX — Q dY =, 


d'où Pon déduit ensuite, en tenant compte de laseconde équation (25), 
une équation aux dérivées partielles du second ordre à laquelle doit 
satisfaire la fonction Z — F(X, Y); X, Y, Z, P, Q sont les fonctions de 
Ty VY, p,q, Ui; en éliminant u.,, on est done conduit à un système de 
quatre relations entre æ, y, p, q, X, Y, Z, P, Q. On passe donc de 
l'équation & à l'équation (E, ) par une transformation de Bächlund B., 
puisqu’a une intégrale de & correspond une solution et une seule des 
équations (25) et par suite de (E,), tandis qu’à une intégrale de (E,) 
correspondent une infinité d'intégrales de & dépendant d’une constante 
arbitraire. 


2 
L 
; 
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Il en est évidemment de même de la seconde résolvante (E,) du 
système (25) et l’on aboutit à la conclusion suivante : Les deux résol- 
vantes de première espèce (E,), (E,) du système (25) peuvent se déduire 
l'une et l'autre, par une transformation B., de l'équation &, sans que 
celle-ci soit une résolvante de seconde espèce du même système (>. 

Toute équation de Monge-Ampère dont les coefficients ne renferment 
pas 3 est une résolvante & pour un système de la forme (21), (22). Il 
suffit en effet de prendre pour les coefficients A;, les valeurs données 
par les formules ( 23’), qui déterminent seulement la somme A,, + Ajo. 


Remarque. — M peut se faire que des équations du système (1) on 
puisse déduire deux équations distinctes réductibles à la forme 


dp dx + dq dy =0, 
dP dX + dQ dY — 0, 


X, Y, P, Q étant des fonctions de x, y, p, g. Chacune de ces équations 
conduira à une résolvante telle que &, et l’on passera de l’une de ces 
résolvantes à l’autre par une transformation B,, définie par quatre rela- 
tions entre a, y, p, 7, X, Y, P, Q, qui peuvent être quelconques. 


8. Nous allons appliquer la théorie générale & quelques exemples 
empruntés à la théorie des congruences de droites. Imaginons que sur 
chaque droite de l’espace x = az + p, y =bz+-q, on choisisse a 
volonté deux points I,, I., de coordonnées 


Spe VAUT pag); Nad AG CR ay Nes 


et que l’on veuille déterminer les congruences de droites telles que les 
points focaux sur chaque droite de la congruence soient précisément 
les points I,, 1, de cette droite. En se reportant à l’article cité (*), on 
voit que le probleme revient à l’intégration du système 

(Qi = (dp + fda) (dq + fidb)=0. 
Cr ) Q,= (dp + frda)(dq + f.db)=0, 


(1) Cette propriété s'étend à toute équation de Monge-Ampère qui admet une trans- 
formation de contact infinitésimale (voir Le problème de Backlund, p. 42-43). 
(2) Bulletin des Sciences mathématiques. \. LAT, n°9, 1998. 
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a, b, p, q désignant maintenant quatre fonctions inconnues de deux 
RNCS ou du système de Pfaff associé 


| dq + db +3, (dp + f,da) =o, 


(38) | dq + f, db 4- ?.,(dp + Jar 0, 


à six variables a, b,p, qs Ai, Ay La formation des résolvantes de ce 
système n’exige aucune intégration, car la première équation, par 
exemple, se met immédiatement sous forme canonique 


dt +%p)+ fid(b+i,a) —{(p+af,) di, —=o, 


et il suffira d’un simple changement de variables pour obtenir la résol- 
vante. Il y aura deux résolvantes de première espèce si /,;+ fs. Si 
fo= fi, les deux points focaux sont confondus sur chaque droite; la 
scconde équation (28) devra être remplacée par la relation 


2 f, da db + (da dg + dpdb) — 0. 
La résolvante est intégrable par la méthode de Monge si les deux 


équations 
dp + f,da=o, dq + fidb=o 


forment un systéme complétement intégrable, ce qui exige que la 


fonction /, vérifie les conditions 


of =e of = of “= 
DR db * “OG a 


Of, 


fag) da 


rfi 
Ces conditions expriment, il est facile de le vérifier, que le point I, 
de coordonnées (af, + p,bf,+ q, f,) décrit une surface S,, de sorte 
que l’un des points focaux sur chaque génératrice de la congruence 
cherchée est situé sur S;. Si cette congruence n’est pas composée de 
tangentes à S,, le lieu du point I, est une courbe F, de S,, et la con- 
gruence demandée est formée de droites rencontrant la courbe I, 
Pour achever de déterminer cette congruence, il reste à exprimer que 
le second point focal sur chaque droite de la congruence est un point 
déterminé I, de cette droite, ce qui conduit à une équation différen- 
tielle du second ordre. On arrive au mème résultat par l'application de 
la méthode générale. Siles conditions (29) sont satisfaites, dp + fda, 
dq + f, db s'expriment linéairement au moyen de deux différentielles 


SUR UN SYSTÈME D'ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 341 


ay ; dy: ; en prenant pour variables y,, y., a, b, le système (27) 
secrit 
GK 4) =O; 
_Ladr+adr;+(tf fi) da\|3,d¥\+- 3.dv,+ (ff) do | =o. 


On tire de la premiére 


Age ET Ua A Cr ae 


et la seconde prend la forme 
A dy, db + Bdadyi+ (fe fr da dbi 


A, B étant des fonctions de y,, a, b. Si l’on prend a, y, pour variables 
indépendantes, la fonction b — Ser ¥,) est nee pr l'équation 


do OO x 
\ =) bay ef 
da (5 Peer D) dr, 


dont l'intégration est équivalente i à celle d’un système id deux équa- 
tions caille du premier ordre. | 
Si la fonction /, satisfait aussi aux conditions 


Ld Mere RCD EE Of, tO foe 


3x = — f, = =o, de Os 
sae da d: Op 4 Ob J: oq À 


le second point focal I, est sur une autre surface (8, ), et les équations 
(27) peuvent être ramenées à une forme canonique qui s'intègre 
immédiatement 
ARE, dE 6; 

F,, F., F;, F, étant quatre fonctions distinctes de a, b, p, g. La solution 
générale se compose des congruences dont les génératrices rencon- 
trent deux courbes l,, F,, choisies arbitrairement, l’unesurS,, l’autre 
sur S,. Le problème admet aussi des solutions singulières, que l’on 
obtient en prenant les congruences de droites tangentes à une des 
surfaces S,, S. et rencontrant une courbe F choisie à volonté sur la 
seconde surface, ou la congruence formée par les tangentes com- 
munes aux deux surfaces. 


9. Considérons encore le cas plus général, où les deux équations 
(31) apap. fda == 0, dy + fidh=6 


admettent une seule combinaison intégrable 4F = 0. 


> 
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La fonction F(a, b, p, 7) doit satisfaire aux deux conditions 


oF, OF dF. OF 


et, par suite, a l’équation du premier ordre 


| OF OF oF OF 
i da oq Obodp” ~ 


Inversement, si F est une intégrale de cette équation, les équations 
(31), où l’on prend 


OF or 
ig #7 gt 
aac, 


admettent la combinaison intégrable dF = 0. Nous laissons de côté le 
cas déjà examiné où l’on aurait f,—F— 0. 

La condition (32) a encore une interprétation géométrique simple. 
Étant donné un complexe de droites défini par la relation 
F(a, b, p, q) =o, cherchons à quelle condition doit satisfaire la fonc- 
tion F pour que ce’ complexe se compose de droites tangentes à une 
surface S. Nous supposerons que de la condition F =o on a tiré l’ex- 
pression de l’un des quatre paramètres au moyen des trois autres, 
qg=9(a, b, p) par exemple. Il faut que l’on puisse choisir pour 3 une 
fonction 3 = /(4,b, p) telle que le point de coordonnées 


Ti, 0.7), = A3 + py, vobs+q 


décrive une surface tangente à la droite représentée par les deux der- 
nières équations. I] faut pour cela que tous les déterminants obtenus 
en prenant trois lignes quelconques du tableau 


dr 0) 7 ie 
Oa Oa da 
dr Ov as 
ob ob db 
dr Ov Oz 
re err 


a b 1 


ER. 
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soient nuls identiquement. En tenant compte des formules 


PIE US . Dg TP TAGE Ont ROS 
Der das 0b "5%? Ops. open 
Ov af Oz Oo Ov wap 0 ees do av + Os 09 | 


es = — + — ss Saas — oe 
da da da’ db db db? Op é Op “ Op 
ces conditions peuvent ètre remplacées par les suivantes : tous les 
déterminants obtenus en prenant trois lignes quelconques du tableau 


do On) 
da da 
OG 05 
ae a. aor 
09 Os 
Op Op 
[0 o I 


doivent étre nuls identiquement. En associant successivement la 
dernière ligne à deux des autres lignes, on voit que 3 doit satisfaire 
aux deux conditions 


glo. 9? 99 
Pe 2 == Ox § = — —-==(), 
Ob ‘ 


et par conséquent la fonction o(a, b, p) doit être une intégrale de 
l'équation aux dérivées partielles de premier ordre 

ns 09 00 00. 
nay | rie ee iene 
et cette condition est suffisante. 

La fonction ¢ étant définie par la relation F(a, 6, p, 7) = 0, la rela- 
tion (34) exprime que le premier membre de |’équation (32) est nul 
en vertu de F = o. Ils’ensuit que lorsque la fonction F(a, 6, p, q) est 
une intégrale de (32), tous les complexes de droites définies par la rela- 
tion F + G— 0, où C est une constante arbitraire, sont formés des droites 
tangentes à une surface. 

Des formules qui donnent la valeur de =, on déduit aussi que le 
point focal correspondant sur chaque droite est le point de contact 
de la droite avec l'enveloppe. En résumé, pour obtenir tous les cas où 


les deux équations 
dp + f,da = 0, dq + f,db=0 
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admettent une seule combinaison intégrable, on prendra une famille de 
surfaces S,, dépendant d'une constante arbitraire, et l'on choisira pour, 
sur chaque droite le point où elle est tangente à une surface de cette 


famille. 
(bp — ag 


Exemples. — Soit F = 7 ona 
OF _2b(bp—ag) oF va(bp— aq) 
Op + * gg = e+e” 
OF — 2b(ap+bq)agqg — bp) oF __»a(ap+bq)(bp — aq a 
da (a+ by : Ob (a+ b?)? 


La fonction F satisfait bien à l'équation (32), et la valeur corres- 


pondante de /, est 
| ap + by 


e+ bh’ 


Pa 
c’est la coordonnée z du pied de la perpendiculaire commune al’axe Oz 
et à la droite x = az + p, y= bz+q. L'équation F = C? définit le 
complexe des droites tangentes au cylindre de révolution d’axe Oz et 
de rayon C. Chaque droite de l’espace est bien tangente à l’un de 
ces cylindres. 

La fonction 


poet git (ag — bp)? 


anse ho toe 


satisfait aussi à l'équation (32), et la relation F = C? exprime que la 
droite est tangente à la sphère de rayon C-ayant son centre à l'origine. 
10. Pour que le plan 
Le A3 — pp + (Y — b3—-q)=0 
soit un plan focal, il faut et il suflit que % soit racine de l'équation 


symbolique 


= 


(QUE (du dbiidp-dy)=0 


qui se déduit de l'équation 


(dp - fdasidq - fdbizo, 


ea Le À éd 
CT 
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en permutant a et g, À et f. On en déduit une suite de conclusions 
tout à fait analogues aux précédentes. Pour que les deux équations 


da + \db = 0, dp + \dg —=0 


admettent une combinaison intégrable, les deux équations 


(36) apré ks OS LITRES PES 


doivent avoir une intégrale commune qui satisfait évidemment à 
l'équation (32) 


OF OF _ OF OF _ 


De toute intégrale de l’équation (32), on peut donc déduire deux 
équations symboliques décomposables en facteurs linéaires qui 
admettent la combinaison intégrale dF 


Re ‘OF OF OF oF 
. OF OF OF Fi ee 


L'interprétation géométrique est tout à fait analogue à la précédente. 
On considère donc une famille de surfaces S dépendant d’un para- 
mètre; si la droite æ = az + p, y = bz + q est tangente à l’une de ces 
surfaces en un point M, on prendra pour plan focal le plan tangent en M 
à cette surface. La recherche des congruences ayant pour plan focal 
sur chaque génératrice le plan ainsi déterminé conduit à une équation 
de la forme (38). 

Considérons en particulier le système formé par les équations (37) 
et (38) elles-mêmes, dont l'intégration donne la solution du problème 
suivant : on considère une famille de surfaces S, dépendant d’une 
constante arbitraire, et à chaque droite de l’espace on fait correspondre 


. le point I, où cette droite touche une surface S, et le plan P, tangent 


à cette surface au point I,. Trouver les congruences-de droites telles 

que le point I, soit un des points focaux sur chaque génératrice de la 

congruence et le point P, un des plans focaux passant par cette droite? 
Ann. Ec. Norm., (3), XLVII. — Ocrosre 1930. 44 
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Les équations (37) et (38) peuvent encore s’écrire 


ap (So da + +5, db) =o, 


0 ob 
Ss | ae. + DEN 
ar (5 da+ dr) 0, 


et ne dépendre que des trois formes de Pfaff dF, 


OF OF OF oF 
— — —d, 
Fags ae aa Le 
Ce système appartient donc à la catégorie étudiée au n° 1. Les trois 
équations 


OF OF 
al =o, ARE ER eo — da + —dp=o 
da Op 


forment un système complétement intégrable; soient y, = C;, y: = GC, 
ys=C, trois intégrales premières distinctes FRE peut prendre évi- 
demment y, = F) Ce système (38’) peut alors s’écrire 


dy,(Adv,+ Bdy,)=o0, dy,(A'dy,+ B'dv;) =o. 


et l’on en déduit 
dy, dy: = a, dy jay. 


On satisfait à ces équations en prenant y, = C, ou, si y, n'est pas 
constant, en posant y; = f(y1}, Ya = g(y,), f et g étant des fonctions 
arbitraires. 

En appliquant ce résultat au problème proposé, on est conduit aisé- 
ment à la solution suivante. On obtient une congruence de droites 
répondant à la question en prenant pour surface focale une des sur- 
faces S,, les droites de la congruence étant les tangentes à une famille 
de courbes choisies arbitrairement sur cette surface. On obtient encore 
une solution en prenant les congruences de droites qui rencontrent 
une courbe l choisie arbitrairement surS,, les droites de la congruence 
qui passent en un point M de cette courbe étant situées dans le plan 
tangent à la surface S, qui passe par ce point. 

Laissant de côté ce cas exceptionnel, on peut se proposer de déter- 
miner une congruence de droites, connaissant les deux points focaux 
sur chaque génératrice, ou les deux plans focaux passant par chaque 
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génératrice, ou un point focal et un plan focal, ces points focaux 
ou ces plans focaux étant déterminés comme il vient d’étre expliqué. 
Tous ces problèmes conduisent à l'intégration d'un système de la 
forme 


(39) DO — 0: O6, dv, 0; 


@,, &, étant deux formes linéaires. D’après un résultat général (n°5), 
les deux résolvantes admettent une combinaison intégrable pour les 
équations différentielles de chaque famille de caractéristiques. On peut 
donc, par une transformation de contact, les ramener à la forme 
=, 7,3, Pp, 7). Les relations Vi C,, Ya = C définissent aussi 
des multiplicités intégrales dépendant de deux constantes arbitraires. 
On peut encore obtenir directement les intégrales intermédiaires de 
l'équation du second ordre en associant par exemple les deux relations 


at EO. Q, = A,:dr,.dy;+ A. dy.dyj=0. 


On tire de la première y, = C,, et, si l’on prend y, ety, par exemple 
pour variables indépendantes, la seconde équation devient 


dy, 
aon dE ASE Et) 
‘ ON. 
Ou 
OV, 
SB ey HA D ee pele 
07: ( CP aa i GS Toe Oeil. 0) 


et l’on est conduit à une équation différentielle du premier ordre. 


Exemples. — 1. Supposons que l’on se donne deux familles de sur- 
faces S,, S., dépendant d’un paramètre. Sur chaque droite de l’espace 
on prend le point I, où la droite est tangente à une surface S, et le 
point I, où elle est tangente à une surface S,. La recherche des con- 
gruences telles que les deux points focaux sur chaque génératrice 
soient les points correspondants I, et I, conduit a un système de la 
forme (39), dont l'intégration se ramène à celle d'une équation de 
la forme s = f(x, y, 3, p, q). Les solutions particulières dont il a été 
question tout à l'heure ont une interprétation géométrique bien facile. 
On a d’abord les congruences formées des tangentes communes à une 
surface S, et à une surface S,, qui dépendent de deux constantes 


2.5 
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arbitraires. Considérons en second lieu une surface particulière S, 
correspondant à une valeur déterminée de la constante C,. Sur chaque 
surface ‘Sj, il existe oo! courbes I dont les tangentes sont aussi tan- 
gentes à S,, et qui s’obtiennent par l'intégration d’une équation 
différentielle du prone ordre. Ces courbes l dépendent de deux 
paramètres; prenons oo! de ces courbes arbitrairement de façon a 
former une surface S’. Les tangentes à ces æ' courbes I’ forment une 
congruence dont S’ est évidemment une surface focale, et dont la 
seconde surface focale est S,, puisque toutes les droites de cette 
congruence sont tangentes à S,. Les points focaux sur chaque droite 
sont donc les points I, et I. 

If. Considérons une famille de quadriques homofocales S; une droite 
quelconque D de l’espace est tangente à deux de ces surfaces aux 


points I,, L, et les plans tangents P,, P, à ces deux surfaces aux points. 


!, et |, sont rectangulaires. 

Toute congruence ayant pour plans focaux les deux plans P,, P, 
qui passent par cette droite est donc une congruence de normales. De 
plus, ces plans focaux sont conjugués par rapport aux quadriques 
homofocales. La recherche des congruences de normales dont les plans 
focaux sont conjugués par rapport à une quadrique conduit done a 
un système de la forme (39) et par suite à l'intégration d’une équation 
du second ordre de la forme s = f(a, y. 3, p, q). G. Darboux, qui a 
étudié ce probleme en détail (Leçons sur la Théorie des Surfaces, t. II, 
Livre IV, Chap. XIV) a montré en effet que l’on était ramené à l’inté- 
gration de l'équation (a — y)s = “(p — q). 


11. Considérons encore le cas limite où les surfaces S, et S, sont 
rejetées à l'infini. On est alors conduit à déterminer une congruence 
de droites telles que la direction des deux plans focaux passant par une 
génératrice ne dépende que de la direction de la droite elle-même. Le 
système à intégrer est de la forme 


(4o) (dp + f,dq)(da + f, db) =o, 
(41) (dp + f,dq)(da+ f,db)=0, 


Ji et fy ne dépendant que de a et 6. On peut le remplacer par le sys- 


a 


PE ENTRE VE TEE 
cree à 
TC 
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teme de Pfaff 
(42) dp + f,dq=i(da-+ f, db), dp + f:dq =p(da-+ f,db), 


d'où l’on tire, en prenant a et b pour variables indépendantes, 


7) 
Beh nec Pag Wy 
et par suite 
Op . Og 
+ TG db — =. (SE hs Ge) 
On a de même 
ap Op oq 
te = (+) 


à 

d'où l’on tire 
Op __ oq 1 Oq = 
tion nee) “Sh 


et l’élimination de p conduit à la résolvante de seconde espèce du sys- 
teme (42) 


rg °q Oe OAs a OF Eu JS) Oy 
OO) oboe Ads Ss) mg t hh Ge MGC OES Oar 


En prenant pour nouvelles variables indépendantes les variables 
caractéristiques, on obtient finalement une équation de Laplace; or 
ces variables caractéristiques s’obtiennent précisément en intégrant 
les deux équations différentielles da + f, db = o, da + f, db = 0, ce 
qui est bien d’accord avec la théorie générale. 

La géométrie explique aisément ce résultat. Considérons dans un 
plan P un réseau (R) de courbes planes 


(R) PS kde Daley a Perte) 


où x et 8 sont les paramètres des deux familles de courbes, et 
proposons-nous de trouver dans un plan parallèle un second réseau (R’) 


(R’) X==F (ar DT, MURS DY 


tels qu'aux points correspondant aux mêmes valeurs (x, 3) des para- 
mètres, les tangentes aux courbes (x) et (B) des deux réseaux soient 
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respectivement parallèles. Il faut pour cela que l'on ait 


4 _ Sa = 
ieee =F 8” 


ce qui conduit par l'élimination de G à l'équation de Laplace 


| 2 gs\ dF d {ga OF 0 ( g3\ OF 
a (FF) acer + 6 (Se) de aa (9) 95 =° 
pour déterminer F(a, 8). Connaissant deux réseaux de courbes plank 
satisfaisant aux conditions précédentes, si l’on joint les points des 
deux plans parallèles correspondant aux mêmes valeurs des para-. 
mètres «, f, on a une congruence de droites dont les plans focaux 
passant par une génératrice sont déterminés par cette génératrice et 
les tangentes aux deux courbes du réseau qui passent par le point de 
rencontre de cette génératrice avec le plan P. Il suffit de supposer le 
plan P rejeté à l'infini pour retrouver le problème dont il est question 
dans ce paragraphe. 

Ce problème intervient dans l’étude de la correspondance par ortho- 
gonalité des éléments. Étant donnée une surface (Z), il résulte en: 
effet d’un théorème de Ribaucour (voir les Leçons sur la théorie générale 
des surfaces de G. Darboux, t. IV, p. 13), et de sa réciproque, que 
toute surface qui correspond à (È) par orthogonalité des éléments est 
la surface moyenne d’une congruence dont les plans focaux sont 
déterminés par la construction suivante. Soient G une génératrice quel- 
conque de la congruence, MN une normale à (E) parallèle à G. Les 
plans focaux de la congruence passant par la génératrice G sont 
perpendiculaires aux tangentes asymptotiques de la surface (=) au 
point M. 

Ilest clair que c'est là un cas particulier du problème général, et l'on 


s'explique ainsi pourquoi la solution dépend d’une équation de 
Laplace. 


Kemarque. — D'une façon générale, si / ne dépend que de l’un des 
couples de variables (a, p) ou(b, q), l'une des équations dp + f da — 0, 
dq + {db =o est complètement intégrable, et l'on pourrait en déduire 
des résultats tout à fait analogues au précédent. De mème si dans 
l'équation (35) À ne dépend que d’un couple de variables (a, b) 


= em 
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ou (p, q), l’une des équations 


da + À db —0, dp +idq=o 


est complètement intégrable. 
Par exemple, si f ne dépend que des variables (a, p), on démon- 


trera aisément que l'intégration de l’équation symbolique 


(dp + fda)(dq + f db) —=0o 


revient à la recherche des congruences telles que l’un des points 
focaux sur chaque génératrice soit le point de contact de cette généra- 
trice avec un cylindre dont les génératrices sont parallèles à l’axe Oy, 
ces cylindres dépendant d’un paramètre arbitraire 


Pérez Gi) =0. 


12. Quand on se propose de déterminer une congruence de normales 
possédant quelque propriété relative aux points focaux ou aux plans 
focaux, qui se traduit par une équation symbolique comme celles que 
nous considérons dans ce travail, on peut prendre pour résolvante 
l'équation (23) du n° 6. Il faut d’abord ramener à la forme canonique 
l'équation qui exprime que la congruence est formée de normales à 
une surface. Si les axes de coordonnées sont rectangulaires, il suffit 


de poser pour cela 


(42 (74 
EH] DE —— 
Vi uè— °°? Vi —nu?— 6? 


; on a une congruence de 


, AT DENIS PT meg I 
ce qui donne VO ee — 
rer 


normales si u, +, p, 7 vérifient l'équation symbolique 
dudp + dv dq =, 
dont on obtient la solution générale en posant 
tien al | 


f étant une fonction arbitraire des variables wu, «. Il est quelquefois 


Zo * 
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préférable d’introduire les variables de 0. Bonnet en posant 


1— a Fag Cpa! oa i 
a—B - a—B 
a + B\? 


ce qui donne 1—u?— v*=— (5 — ‘) » et par suite 


1— a6 pail, — Ge _a—f$ 


a / D 
a +8? a+? QE a+ B 


ME 5 


Les formules du changement de variables donnent ensuite 


P= sprl 0 + (+0 | 


= os fof Len FI, 


Il suffira de remplacer a, b, p, q par les valeurs précédentes dans 
l'équation symbolique qui exprime la propriété des congruences que 
l’on veut obtenir, et d'appliquer les règles du calcul symbolique pour 
parvenir à l'équation aux dérivées partielles qui détermine la fonction 
f(x, B). Cherchons par exemple les congruences de normales pour 
lesquelles le milieu des centres de ccurbure principaux est un point 
déterminé de chaque droite, ce qui conduit à une équation de la forme 


(45) da dq + dpdb + F(a, b, p, g)dadb —o. 
Des expressions de a, b,p,q, on tire 


(1+ B*)da + (1 + *) dB 
(a+ 6)? 


ahd oben Less Gay da dB. 


in 
(a+ 6)? 


di et ae, 


On trouve de même, en appliquant les règles de la multiplication 


symbolique, 
où # — : L’équation (45) devient 
(46) Of | Alogk af | dlogk df EF 


dadB "0B da * da dt ap ° 


SUR UN SYSTÈME D’EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. 353 


2 


LR Si F est une fonc- 


tion linéaire de p et q, F = A(a, 6)p + B(a, b)q + C(a, b), on a une 
équation de Laplace dont les coefficients peuvent étre quelconques. 


Cette équation sera a invariants égaux si l'on a 2% = = On peut 


0b 
Mee ee dU OU = : : hes ; 
alors écrire F = Jap + 559 + G il existe une infinité de fonctions U 


et ne renferme qu’une dérivée du second ordre 


pour lesquelles les invariants de l’équation (46) sont nuls, dont la plus 
simple correspond au cas où l’on se donne la développée moyenne ('). 


- NOTE. 


Dans un article antérieur déjà cité (Bulletin des Sciences mathéma- 
tiques, t. 52, 1928), j'ai montré qu'on pouvait obtenir explicitement les 
équations générales des congruences telles que les points focaux sur 
chaque génératrice soient conjugués par rapport à une quadrique. Ce 
problème peut être considéré comme un cas particulier d’un problème 
plus général qui admet aussi une solution explicite. | 

Soit (2) une surface non développable. A chaque point M de la sur- 
face faisons correspondre une droite D situéé dans le plan tangent en 
M à (2). Lorsque le point M décrit la surface (2), la droite D engendre 
une congruence. Soient F,, F, les deux points focaux de cette con- 
gruence situés sur la droite D. Comment faut-il prendre la droite D pour 
que ces deux points focaux soient conjugués par rapport aux points de 
rencontre de D avec les asymptotes de V'indicatrice au point M? 

Si la surface (2) est une quadrique, les points de rencontre de D 
avec les asymptotes de l’indicatrice sont les points de rencontre de D 
avec cette quadrique, et le problème est identique à celui qui vient 
d’être rappelé. 

Nous supposerons les coordonnées x, y, = d’un point M de (2) 
exprimées au moyen des paramètres x, 8 des lignes asymptotiques. 


(!) On peut aussi traiter facifethent teutes ces questions en se servant des formules 
données par G. Darboux dans ses Lecons sur la théorie des Surfaces (t. 1, 1" édi- 
tion, p. 245, 2° édition, p: 297). 
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Ces fonctions vérifient, comme il est bien connu, les deux relations 


de dy as de dy os 
da Oa Ox OX OD OX 
OD OY oO PP de” Oy", 04 Veen: 
6. 08 op |” | 08 08. |: 
a2 d'y. ds Px Oy ds 
das Oat a2 oe 08 OB 


on peut donc déterminer quatre fonctions a, 6, a,, b,, telles que l’on 
ait à la fois . 
PE, 0% Ox Py tap a ee dy Ors z Os pee 
à de —* da op’ da? — 08” Ox ° da 0p’ 
(47) ; PX. 6 pe b Ox: 2 =, dy p, 2 se LE oe 03 ay Os 
og = get 1960 opt faa | OB? “opt da top 


Q 


Une droite D du plan tangent en M a (2) est définie par ses deux 
points d’intersection avec fea tangentes asymptotiques, dont on pe 
écrire les coordonnées 


ie MER it ve 4 1. A ng ates, 
(48) oe Ox A Ox Fa 0a.’ 
i ex Ox ALT dy tate Oz 
Pe elon a? Ame): mms Te 


À et u étant deux fonctions quelconques de a, 8. Cette droite D est 
donc représentée par les équations 


Ni À om hf st x CAN Lei) Os 

(4g) cath. On Oz 
j OBA, | FT pec’ 

X—xr—p 05 Y—y—p 5 Z—s—p PL 


Les valeurs de ¢ qui correspondent aux deux points focaux sont 
racines d’une équation du second degré, qui s’écrit sous forme de 
déterminant 


zl eS 0 92 0 dx 
\ p a + gel à) ee) sh 


oer dr 0 à dx d dr 
i 03 t 03 +) 035 (# 58 )” nie le 


dx dx 


CET NS EN PRE 
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la seconde et la troisième colonne se déduisant de la première en y 
remplaçant x par y, puis par 3. En tenant compte des formules (47), 
ce déterminant peut encore s’écrire 


(.— ARRETE no LATE PE 
PTS e+ re) PP 9206" 
(3 a, )5e + (10 ar oa the Pad 
ag PPG) oy Poa — Ran Ober anon 2 RS 
; 9x Ox 
‘ox op’ 


Ce déterminant est la somme de quatre déterminants partiels qui 
contiennent en facteur le déterminant 


Ox dy Os 
Ox da Oz 
Ox dy Oz | 
gee en? 
ae dy. ds 
9206 02:05 0206 
en supprimant ce facteur et en égalant à zéro le coefficient de o, on 
obtient la condition 


(90) 


qui peut encore s’écrire 


51) (5) a(t. 
me _\A7 Eh 
7 


2 Op On 
Soe” a al 9 — 


4 Soe ae <= 
Len) F de ag” 


f(x, B) étant une fonction arbitraire ci a, 3. Il suffit de remplacer À 
et u. par ces expressions daris les formules (49) pour avoir les équations 
de la droite D située dans le plan tangent en. M. 


Remarque. — L’équation (51) peut s’écrire symboliquement 


a; )ax + a(t) ip=o. 
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ce qui est bien d’accord avec le résultat rappelé au début de ce para- 


graphe. 
La solution analytique précédente peut étre $s Sey par une 


construction géométrique simple. En même temps que (2), considérons 
la surface (2’) représentée par les équations 


LT, Par z'— 3 + 9(2, B); 


le plan tangent a pour équation 


X—æx Y¥—y ZL—s—9 
Ox dy 0: 09 
dx 02 da dz |=o 


Ox dy 03 dy 
2 05 08 08 


et il rencontre la tangente asymptotique 


Ox " dy SE Oz 
X=ar+ih—, Y Syne Aes Ls hos 
en un point pour lequel ona 
(is ee PP I 
Aa + e=0 ou Dr RON FAT 
— log ( — 
Ox (5) 


Il rencontre de même la seconde tangente asymptotique 
: - 02 ; Dy 

\—= zx — ) eo ES ul os 

uae. \ Bas 


en un point pour lequel on a w= 5 Il suffit de poser 


CNT S 
— 100 — 
05 onl 
fi log( * =) pour retrouver les formules (52). On peut donc énoncer 


le résultat sous la forme suivante. 

On fait correspondre les points de (X) et dune autre sur ‘face arbitraire 
(2!) qui sont situés sur une parallèle à une direction fixe et l'on prend 
l'intersection des plans tangents aux points correspondants. On obtient 
ainst une congruence telle que les points focaux de chaque génératrice 


0 
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soient conjugués par rapport aux points de rencontre de cette génératrice 
avec les asymptotes de l'indicatrice en M à (Z), et on les obtient toutes 
de cette facon. 

Les surfaces (2), (2°) jouant le même role dans cette construction, 
les points focaux sont aussi conjugués par rapport aux asymptotes de 
l’indicatrice a(x’). 

Le probléme dont il s’agit étant de nature projective, on peut rem- 
placer cette construction par la suivante; on fait correspondre les 


_points de (£) et d’une autre surface arbitraire (2’) qui sont sur une 


droite passant par un point fixe, et l’on prend l'intersection des plans 
tangents aux points correspondants. 

En transformant par dualité la proposition ai Pt de. on obtient 
le théorème suivant : « On fait correspondre les points M, M’ de deux 
surfaces (2), (£') de façon que la droite d’intersection des plans 
tangents en ces deux points soit située dans un plan fixe P. Les 
droites MM’ forment une congruence dont les développables découpent 
sur (Z)et (X’) deux réseaux conjugués. » Cette propriété est bien 
connue (G. Darboux, t. II, p. 233), mais on voit de plus qu’en pre- 
nant arbitrairement la surface (2’) on obtient toutes les congruences 
dont les développables découpent sur (2) un réseau conjugué. 

Inversement, cette derniére propriété peut étre démontrée directe- 
ment, et elle entraine la proposition que nous avons démontrée 
d’abord. Soient en effet (£) une surface quelconque, (R) un réseau 
conjugué situé sur cette surface. D’après un théorème bien connu de 
Peterson, il existe une infinité de surfaces (2’) sur lesquelles il existe 
un réseau conjugué (R’), les tangentes aux courbes de (R’) étant res- 
pectivement parallèles aux tangentes aux courbes du réseau (R), aux 
points correspondants M, M’ des deux surfaces. 

Il est clair que la droite MM’ engendre une congruence dont les 
développables découpent les réseaux (R) et (R’) sur les surfaces (2) 
et (£’). Il suffit d’une transformation par polaires réciproques pour 
retrouver la premiére proposition. 
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SUR 


LES GEOMETRIES METRIQUES PLANES 


NON ARCHIMEDIENNES 


Par M. Jean ITARD 


Soit un plan sur lequel se trouvent vérifiés les axiomes de Hilbert 
suivants (') : 


I. — Axiomes d'association. 


|. Deux points distincts A, B déterminent toujours une droite a. 


2. Deux points distincts quelconques d'une droite déterminent 
cette droite, et sur toute droite il y a au moins deux points. 


II. — Axiomes de distribution. 


|. A, B, C désignant trois points en ligne droite, si B est situé 
entre A et C il l’est aussi entre C et A. 

2. A et C désignant deux points d’une droite il y a au moins un 
point B situé entre A ct C et au moins un point D tel que C soit entre 
A et D. 

3. De trois points d'une droite, il en est toujours un et un seul 


situé entre les deux autres. 


4. Quatre points quelconques A, B, C, D d’une droite peuvent tou- 
jours ètre distribués d’une manière telle que B soit situé entre A et C 


) (1) Cf. Unser, Les principes fondamentaux de la Géométrie, traduction 


française par Laugel (Gauthier-Villars, 1900). 
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et aussi entre A et D, et que C soit situé entre A et D et aussi entre 
B et D. 


5. Soient A, B, C trois points non en ligne droite et (a)'une droite 
qui ne passe par aucun des A, B, C: si la droite (a) passe par un point 
du segment AB, elle passera toujours ou bien par un point du segment 
BC ou bien par un point du segment AC. 


III. — Axiomes de congruence. 


1. Si l’on désigne par A, B deux points d’une droite a, et par A un 
point de cette méme droite ou bien d’une autre droite a’, on pourra 
toujours sur la droite a’, d’un côté donné du point A’ trouver un point 
ct un seul B’, tel que le segment AB soit congruent au segment A’B’. 
Tout segment est congruent a lui-méme. Le segment AB est toujours 
congruent au segment BA. 


2. Lorsqu’un segment AB est congruent au segment A’B’ et de 
même au segment A” B”, alors A’ B’ estaussi congruent au segment A’ B’. 


3. Sur la droite a, soient AB et BC deux segments sans points com- 
muns, et soient ensuite deux segments A’B’ et B'C' situés sur la même 
droite ou sur une autre droite a’, également sans points communs; si 
l’on a AB=A'B’ et BC = B'C' on aura toujours aussi AC = A’C’. 


4. Soit un angle (A, #) et soit une droite a’. Supposons encore 
qu'un côté déterminé de la droite a’ soit assigné. Désignons par A’ une 
demi-droite prise sur la droite a’ et issue d’un point O' de cette droite. 
I] existera alors une demi-droite #' et une seule telle que l’angle (A, #) 
soit congruent a l'angle (/’, 4’) et qu’en même temps tous les points a 
l’intérieur de l’angle (4', &’) soient situés du côté assigné de a’. 

Tout angle est congruent à lui-mème. L’angle (A, #) est toujours 
congruent à l'angle (A, h). 


9. Un angle (4, #) étant congruent à l'angle (A’, &’) ainsi qu'à 
, w fet ae wie ne € s N 
langle ("4"), l'angle (h'#") le sera aussi à l'angle (h", 4"). 


6. Dans deux triangles ABC et A’B'C' si les congruences 


ae 
AB=A’B', AC=A'C, ÉAC= (CP 
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sont vérifiées, les congruences 
rer ee A De 
ABC = A’'B'C' et ACB = A’C’B’ 


le sont toujours également. 

Nous ne supposerons pas vérifiés l’axiome d’Euclide sur les droites 
parallèles ou axiome III de Hilbert, ni l’axiome d’Archiméde ou 
axiome V de Hilbert. 

Le but de ce Mémoire est de montrer que l’on peut considérer ce 
plan comme appartenant à un espace projectif à trois dimensions dans 
lequel se trouve vérifié le théorème de Pappus : 

« Si les deux triples de sommets alternés d'un hexagone sont 
chacun formés de points alignés, les points diagonaux principaux de 
cet hexagone sont aussi alignés », et de ramener le groupe des dépla- 
‘cements au groupe des homographies qui conservent une certaine 
polarité. 


Déplacements, symétries. — En appelant déplacements directs ceux 
qui conservent les sens de rotation, déplacements indirects ceux qui 
les changent, on sait que tout déplacement direct peut se ramener à 
deux symétries par rapport à des droites, tout déplacement indirect 
à trois. 

C’est sur cette remarque que nous nous appuierons, et pour abréger 
nous réserverons le nom de syméirie à la symétrie par rapport à une 
droite. S'il nous arrive de parler de la symétrie par rapport à un point 
nous l'indiquerons en toutes lettres. Une symétrie sera désignée par 
la même lettre que son axe. 


Faisceaux de droites. — Deux droites u et + déterminent un dépla- 


cement direct 
lL 


obtenu en effectuant successivement les symétrie u et ©, 
(NOT 18. 
Siw’ et ¢' définissent le même déplacement, c’est-à-dire si 
(tt) PU, 


nous dirons que w’ appartient au faisceau (vw). 
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La condition pour que w appartienne au faisceau (cw) est donc que 


uw 
définisse une symétrie ou que 


FU — wu, 


les symétries étant les seuls déplacements indirect qui soient invo- 
lutifs. 
Si w’ est la symétrie ainsi déterminée 


ru ww", 


LA 


soient A un point pris sur cette droite, A, son symétrique par rapport 
asm, A, le symétrique de A, par rapport au A, et A doivent être symé- 
triques par rapport à « puique la symétrie sv” laisse A fixe. Ainsi : 

Si æ appartient au faisceau (eu), u, e, « sont les médiatrices des 
côtés d’un triangle. 

Réciproquement si w, ©, sont les médiatrices du triangle AA, A,, 
eusv laisse A fixe. Parmi les déplacements indirects seules les symé- 
tries laissent un point fixe. Donc « appartient au faisceau (ur). 
u, ¢,  Jouent des roles symétriques et non seulement on a 

' | CUP = PUP, 
mais aussi 


LOM € mem Cee el LT ae 


ce que l’on aurait pu établir par le calcul. Par exemple de 


CLP PH 
on tire 
CUO AY = HCE 
ou 
CH SS OV NCE 
et 


OPEN == Per, 


c'est-à-dire que sis appartient au faisceau (us), « appartient au fais- 
ceau (sr) et «au faisceau (us). 
Si 
UPS Osx 


us = (iv) 
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et comme ov sry" AT une symétrie, (2 appartient comme (7 au fais- 
ceau (us). 

Soient M un point quelconque du plan et M, son transformé par le 
déplacement eu. Soit æ la médiatrice de MM, ; wow laisse M fixe. C’est 
donc une symétrie «° dont l'axe passe par M et qui appartient au 
faisceau (us). Ainsi : Par tout point du plan il passe une droite du 
faisceau wr. | 

Soient +, ct, deux droites quelconques du faisceau (ue) : 

TEP. Py Wy == UIP, D, 
= WU. W, puisque “Pm, — 4, F4 


== 5. PUISQUE, WA UP = Puen, 


Les deux déplacements «,4, et ue sont permutables. Réciproque- 
ment, Soient @, et WO, deux déplacements directs permutables : 
DOD, = OSD: 

Soient A un point du plan, B son transformé par @,, D son trans- 
formé par @, et C le transformé de B par @, ou de D par @,. Le 
déplacement @, amène en coincidence les segments AD et BC, le 
déplacement @, les segments AB et DC, donc AD = BC; AB = DC et 
les deux triangles ABD et BCD ayant leurs trois côtés égaux sont 
égaux. Deux positions sont possibles : ou bien A et C sont de part et 
d'autre de BD ou bién ils sont du même côté. 


Premier cas (fig. 1). — A et C sont de part et d'autre de BD. Le qua- 


Fig. « 


drilatère ABCD est alors convexe. Ses diagonales se coupent en leur 
milieu. Soient O ce point, M, N, P, Q les milieux de AB, BC, CD. DA. 


24 
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En désignant par S, la symétrie par rapport au point O on voit que : 


. Pour que @,@, = 0, @, il faut done que dans le même déplace- 
ment deux droites QP et MN glissent sur elles-mémes. 

Ceci n’est possible que si la somme des angles d’un triangle est 
égale à deux droits et lorsque ,, @, et M,, sont des translations 
rectilignes. Réservons pour le moment ce cas particulier. 


Deuxième cas |cas général (fig. 2)]. 
de BD. 

Alors B et D, A et C sont symétriques par rapport à une même 
droite uw. Si e est la médiatrice de AB et « celle de AD, 


A et C sont du mème côté 


us”. 


DT, D, 


Les trois droites u, v, « médiatrices des trois côtés d’un triangle 
appartiennent à un méme faisceau. 

Nous avons vu que si, et &, appartiennent au faisceau (uv) les 
déplacements s,s. el us sont permutables. Soient A un point de la 


Fig. 2. 


B D 


droite ¢ et B son transformé par le déplacement ue. Le segment AB a 
pour médiatrice a. Si D est le transformé de A par le déplacement 
Ws el si æ est la médiatrice de BD, y celle de AD il résulte de ce qui 


x 
fa 
À 
A 
< 
a 
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précede que 
“UP EXT, Ds — LU 


ou 


Note de 


donc 4 appartient au faisceau («,,); même raisonnement pour e. 
Partant : 

Sis, et «, appartiennent au faisceau (ue), u et « appartiennent au 
faisceau (4°, 1, ), ou : | 

Un faisceau est déterminé par deux quelconques de ses droites. 

Les propriétés des faisceaux sont ainsi la généralisation de celles 
des droites concourantes. D'ailleurs si # et « concourent en un point O 
il en est de même de toutes les droites du faisceau. 

Nous pourrons dire que les droites d’un faisceau concourent idéale- 
ment et déterminent un point idéal. Si u et + sont deux droites du 
faisceau nous dirons aussi que le déplacement vu a pour centre idéal 
le centre du faisceau (us). 

Les raisonnements précédents s'appliquent encore au cas réservé où 
la somme des angles d’un triangle est égale à deux droits. Mais dans 
ce cas il y a lieu de considérer à côté des faisceaux de droites concou- 
rant idéalement les faisceaux formés par les droites perpendiculaires 
à une droite donnée. Nous réserverons à ces faisceaux le nom de /ats- 
ceaux de droites parallèles, deux droites « parallèles » étant deux 
droites perpendiculaires à une même troisième et par suite à toutes 
ses « parallèles ». Une translation est alors le déplacement direct 
obtenu en faisant le produit de deux symétries dont les axes sont 
parallèles et nous avons vu que deux translations sont permutables. 
c'est-à-dire que G, GB, = G, G,. 


Déplacements indirects. — Soient u, v, 0 trois droites non concou- 
rantes (réellement ou idéalement, ni « paralléles » dans le cas parti- 
culier). 

J = wvu est un déplacement indirect et tout déplacement indirect 
peut se ramener à cette forme. Par un point réel quelconque de at"), O. 
menons la droites, du faisceau (us) el soit ia, == vu, alors = nviui. 


() Onest prié de faire une figure. 
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Par O menons p perpendiculaire à w, et soit 7p = wv, : I = pli: Si Q 
est le pied de p sur u,, pu, est une symétrie directe de centre Q. De 
ce point abaissons & perpendiculaire à r et o perpendiculaire ao; 


1 . RES ! 
pi, =o0' et TITI WI =Ts ©. 


La droite & glisse sur elle-même puisqu'elle est perpendiculaire aux 
deux droites ret &’. &’ peut d’ailleurs être remplacée par toute autre 
droite perpendiculaire à G, r se trouve alors parfaitement déterminée. 
Si A est un point quelconque on peut donc toujours le supposer sur &’. 
Le déplacement J =roo’ agit sur lui comme la symétrie par rapport 
à un point S =ro. Cette symétrie ayant son centre sur & nous voyons 
.que : 

Dans tout déplacement indirect une droite glisse sur elle-même. 


Fig. 5. 


(0) 


xc 


C’est le lieu des milieux des segments qui unissent deux points cor- 
respondants dans le déplacement. 
Si maintenant @ désigne un déplacement direct et uw une droite 


quelconque, comme 
Du D = Qu.u.u MT, 


c'est-à-dire comme le déplacement indirect @u agit sur les points de 
cette droite comme le déplacement donné on voit que : dans tout 
déplacement le lieu des milieux des segments qui unissent les points 
d'une droite à leurs correspondants est une droite. 

Comme les médiatrices de ces segments concourent au centre de 


Lia We dace 
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rotation, il en résulte, dans le cas particulier où ce centre est réel, 


que (fig. 3) : 


Étant donnés un point O et une droite u, si l’on joint un point quel- 


conque M de wa O, que l’on mène Oz telle que oz soit constant, le 
pied de la perpendiculaire abaissée de M sur Ox décrit une droite qui 
coupe wv au pied de la perpendiculaire abaissée de O sur cette dernière 
droite. : | 

Considérons trois droites d’un même faisceau u, 6, w, A un point 
réel de u, B son symétrique par rapport à ¢ et C son symétrique par 
rapport aw (/ig. 4). Si cu = uv, t est la médiatrice de BC. Appelons 


C 


encore Mle milieu de AB, N celui de AC et désignons la droite AB 
par p,, la droite AC par py. 

Soit x la droite issue de A telle que up, =p.2 ou up, =p, x, Cc est- 

PNR : LPS 

à-dire telle que l’angle vw AC égale l’angle BA x. 

Si y est la symétrique de æ par rapport au point M, elle passera 
par B et l’on aura 

= Sy Sy : 

24% 
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mais sr 

Su= PPi = Pi"; ake 

d’ou 

5 y= PPT Sn, 

et, comme p,® — UP», 
y = PUP: Sn 


ou, en remplaçant ev par tw, 


Y = twp.Sy, 
et, puisque sp. = S,, 
g P q P : > v= tSy Su 
ou x 
ty = Sy Swe 


Le déplacement ty fait donc glisser la droite NM sur elle-méme. Par 
suite ¢ et y sont perpendiculaires à cette droite et il en est évidem- 
ment de même de x : | 

Pour qu'une droite u concoure réellement ou idéalement avec deux 
droites données ¢ et w il faut et il suffit que si d’un point réel A de u 
on abaisse les perpendiculaires p, et p, sur ces deux droites et la per- 
pendiculaire æ sur la droite de jonction de leurs pieds up, =p:®, 


; DRE ‘ Zo a RS : : 
c'est-à-dire que les angles wAp, et p,Aæ soient égaux ('). 


Soient alors.u;, u,, ..., u, des droites appartenant à un même fais- 
ceau. D'un point réel O abaissons OA,, OA,, ..., OA, perpendicu- 
laires sur ces droites et menons OB,, OB,, ..., OB, telles que les 


ee 
angles A, OB; soient tous égaux entre eux. Si des points A; nous abais- 
sons les perpendiculaires A;B; sur les droites OB;je dis que toutes ces 
perpendiculaires appartiennent a un méme faisceau. 
En effet soit « la droite du faisceau des vu; passant par O. Considé- 
rons deux droites u; quelconques, par exemple w, et u,. Si p est la 
perpendiculaire abaissée de O sur A, A, nous savons d’après la der- 


nière proposition établie que les angles OA, et A,0p sont égaux 
(fig. 5). D'autre part d’après l’avant-dernière proposition la droite B,B, 


| 


(*) Ce théorème est une généralisation du lemme utilisé par Hilbert pour 
démontrer au moyen des axiomes métriques et du postulat d’Euclide le théo- 
rème de Pappus (voir: Les Principes fondamentaux de la Géométrie). 
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passe par le pied de p sur A, A, et si p’ est la perpendiculaire abaissée 
: RS À DER , 
de O sur B,B, langle pOp' est égal a A;OB;. Menons alors par O la 
droite qui fait avec ¢ un angle égal a A;OB;: 


RS A PIS ESS 
OB, = v OA,, B,Op’=A, Op; 


, PES PASS PASS a 
donc, puisque A,Op = vOA,, on trouve B,0p'= 'OB, et les droites 


Fig. 5. 


, A,B, et A.B, concourent au même point réel ou idéal. Comme il en 
serait de même de ¢’, A,B, et A;B; quel que soit ¢ la proposition est 


établie. 


Espace des rotations: — Nous appelons rotation tout déplacement 
direct à centre réel. Nous allons montrer que l’ensemble des rotations 
jouit de certaines propriétés de l’espace projectif à trois dimensions. 


Séries de rotations. — Étant donnés une rotation déterminée R et un 
déplacement 4 variable mais de centre réel ou idéal fixe nous dirons 
que les rotations 9R appartiennent à une même série. 

Comme si 0 — R~'9R ce nouveau déplacement variable a lui aussi 
un centre fixe les rotations R@’ appartiennent également à une mème 
série. | 
Le centre fixe de 9 sera appelé le foyer de la série. Deux rotations 
R, et R, appartiennent à une série et à une seule. 
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Les centres des rotations d'une même série sont alignés. Nous 
appellerons droite de support de la série la ligne des centres. Une 
série est parfaitement déterminée par son foyer et sa droite de 
support. 

Si u est la droite de support et O un de ses points la rotation de 
centre O est eu si est la droite qui joint O au foyer. 


Réseaux de rotations. — En désignant par D un déplacement direct 
déterminé, par S une symétrie par rapport à un centre variable, nous 
dirons que les rotations R telles que RD = S appartiennent au réseau D. 
Si le centre de R est donné, soit A, et si A’ est son transformé par le 
déplacement D-', la symétrie S aura pour centre le milieu de A'A, ce 
qui la détermine parfaitement, ainsi que R puisque R=SD~"'. Si le 
réseau D contient deux rotations de la série 0R, soit R et 9,R, ona 


BDSM SOGRD=-S,. 
d’où 


un 


PRESSE 


Ainsi dans le déplacement 0, une droite glisse sur elle-même. La 
même droite glissera sur elle-même dans tous les déplacements con- 
centriques et si 0, est l’un quelconque d’entre eux on aura 
§,—=S,S (les centres de S, S, et S, étant alignés) 
ou 
SR =S,. 


Le réseau (D) contient donc toutes les rotations de la série 9R. Nous 
voyons en même temps qu'un réseau D ne contient que des séries dont 
les foyers soient les pôles métriques de droites du plan. (En désignant 
par pôle métrique d'une droite le point de concours idéal de ses per- 
pendiculaires.) En particulier lorsque la somme des angles d’un 
triangle est égale à deux droits les déplacements 0 sont des transla- 
wons et toutes les rotations du réseau ont la même amplitude. ( Ampli- 
tude est pris pour synonyne d’angle de rotation. ) 

En désignant par [un déplacement indirect déterminé, par w une 
symétrie par rapport à un axe variable, nous dirons que les rotations R 
telles que RI =w appartiennent au réseau I. Si A est le centre de R 
el si A’ est son transformé dans le déplacement I-', w est la médiatrice 
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de AA’, ce qui détermine R = w1-*. Sile réseau contient deux rotations 
de la série OR, soit R et 6, R, c'est-à-dire si RI = u, 6,RI =u,,9,=u,u 
et le centre de 0,, foyer de la série est sur la droite u. La série tout 
entière appartient au réseau I. 

Enfin nous dirons que les symétries par rapport aux points du plan 
appartiennent au réseau des symétries. Une symétrie est parfaitement 
déterminée par son centre et si le réseau des symétries contient deux 
rotations d’une série, il contient la série tout entière. En effet son 
foyer est alors le pôle métrique de sa droite de support. 

On peut en somme considérer le réseau des symétries comme un 
cas particulier des réseaux (D), D se réduisant ici à la transformation 
identique. 

Si deux réseaux ont une rotation commune, ils ont en commun 
toutes les rotations d’une série. 


a. Deux réseauxD, et D,.— Si Rest la rotation commune RD, =§,, 
RD, = S,, la série commune 9R a pour foyer le pole métrique de la 
droite S, S,:-— (Si la somme des angles d’un triangle est égale à deux 
droits les rotations de chacun des deux réseaux ont même amplitude 
que R, les deux réseaux sontdone confondus et deux réseaux distincts 
n’ont aucune rotation commune. ) — Un des deux réseaux peut 
d’ailleurs étre celui des symétries. 


b. Deux réseaux 1, et 1,.—RI, =u,, RE =u, la série commune OR © 
a pour foyer l'intersection de wu, et de wy. 


c. Un réseau D et un réseaul. —RD=S; RI=u, la série 9R a pour 
foyer le pole métrique de la perpendiculaire abaissée du centre S 
sur u. Si le réseau D est celui des symétries la série commune existe 
toujours : c’est celle formée par les symétries centrées sur la droite 
que le déplacement indirect I fait glisser sur elle-même. 

Pour que deux séries 9R et wR ayant en commun la rotation R soient 
dans un même réseau D if faut que leurs foyers soient Jes pôles métri- 
ques de deux droites sécantes (leur intersection sera le centre de la 
symétrie S telle que RD —S). Pour qu "elles soient dan un mème réseau I 
il faut que leurs foyers soient sur la même droite réelle # (RI— w). 

Comme il n’en est pas toujours ainsi, les séries et réseaux de rota- 
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tions ne possédent pas les propriétés des droites et plans de l'espace 


_ projectif à trois dimensions dans toute leur généralité. Nous allons 
toutefois nous en servir pour démontrer le théorème de Desargues. 


* Théorème de Desargues. — Soient deux triangles ABC et A,B,C, 
dont les sommets homologues A et A,, B et B,, C et C, sont alignés 
avec un point réel O, et dont les côtés homologues AB et A, B,, BC et 
B, C,, AC et A, C, se coupent en des points réels M,N, P. 

Nous voulons montrer que ces trois points sont alignés. 


1° Étant données une rotation R de centre quelconque et d’ampli- 
tude suffisamment faible, et une série de symétries quelconque, il 
existe un réseau I contenant la rotation et la série. 
Soient Q le centre de la rotation et u la droite de support de la série. 
Si &, est la perpendiculaire abaissée de Q sur u et si R= va, on peut 
toujours, en diminuant au besoin l’amplitude de R, c’est-à-dire l’angle 


IDR . , . . . 
@, Ov, considérer que + coupe uw en un point réel M. Si alors &, est la 
perpendiculaire élevée de M a wil suffit de prendre |=o,o,u. On 


aura bien 
RI = ¢B,.0, mu = POU 


et, siv’ est la perpendiculaire à ¢ issue de M, 


VP’ = Welt 
et 
nL oe = FR 


Chacune des droites de la figure que nous étudions peut être prise 
comme Support d'une série de symétries. Le point Q une fois choisi, 
ces droites étant un nombre fini, il nous sera possible de déterminer 
l'amplitude de R de façon que cette rotation et chacune de ces 
séries appartiennent à un même réseau I. Libre à nous de diminuer 
par la suite si besoin se fait sentir l'amplitude ainsi déterminée. 


2° Soit R, une rotation de la série OR, c'est-à-dire de la série qui 
comprend la rotation R et la symétrie de centre O. Il est possible de 
choisir R, de telle façon que les séries R, A et RA, aient une rotation 
commune 2,, les séries R,B et RB, une rotation commune cs, les 
séries R,C et RC,, une rotation commune Bis 


D: = 
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Les symétries O, A et A, et les rotations R, et R sont dans un même 
réseau I. Si nous prenons le centre Q, de R, sur sur ladroite OQ de 
telle sorte que les droites AQ, et A,Q se rencontrent en un point 
réel « les séries R, A et A, Rauront en commun la rotation p, de centre 
« appartenant au réseau I (*). 

Or prenons Q, à l’extérieur du segment OQ et du côté de Q de 
façon que ces trois points se rencontrent dans l’ordre OQQ,. Si A est 
entre O et A,, la droite AQ, qui coupe le côté OA, du triangle OA, Q 
et ne coupe pas le côté OQ coupe QA, en un point « (axiome Il, 5 de 
Hilbert). Si O estentre A et A,, les points A etOsont d’un même côté 
de A,Q,Q, de l’autre côté. La droite AQ, coupe donc A,Q en un point 
réel «. Enfin si A, est entre O et A soit « un point de A,Q dans l’ordre 
A, Qa. A et a sont de part et d’autre de OQ, la droite Aa coupe donc 
OQ en un point réel Q, et A, étant surle périmètre du triangle OQ, A, 
x à l'extérieur, Q est sur le segment OQ, en vertu de l’axiome II, 5. 

Q, ainsi déterminé il est loisible de le rapprocher de Q, opération 
qui ne fait que rapprocher également x de ce point. Nous pouvons 
donc le déterminer de telle sorte que les rotations 9,, pg, ey existent 
effectivement toutes trois. 

Remarquons aussi que x et sont toujours du même côté de A,. 


Fig. 6. 


A Wa 


Si alors Rest une rotation de sens positif il enest de même de ¢,. En 
effet (fig. 6) le foyer de la série RA, à laquelle appartient ¢, est un 
De a a a a a aD 


(*) On est prié pour tous les développements suivants de faire les figures. 
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point réel ou idéal de la perpendiculaire wu élevée en A, a la droite A, Q 

‘oud. Siv etw sont les droites qui joignent ce point à Q et x, on a 
R—vd, ¢, =wd et l’on voit par le seul examen de la figure que Ret ¢, 
sont deux rotations de même sens. : 


3° Cherchons s’il existe un réseau I contenant les trois rotations 
Pas Pare 

Nous avons vu qu'il fallait pour cela que les foyers des séries con- 
courantes 9, 94 et ¢, o. soient sur une même droite réelle, ce qui a lieu 
dès que l’un d’eux est réel. 

Remarquons que dans le seul cas où A est compris entre O et A, 
les points A,«Q se présentent dans l’ordre où ils sont écrits, tandis 
que dans les autres cas ils se présentent dans l'ordre A, Qa. La rotation 
o,R-' centrée au foyer w, de la série A, R est de sens négatif dans le 
premier cas, de sens positif dans les autres comme le montre le premier 
examen de la figure 6. (En diminuant au besoin l'amplitude de R on 
peut supposer le point w, réel, ce que nous ferons désormais. Une 
nouvelle diminution de cette amplitude ne ferait que le rapprocher 
de A,.) 

Supposons alors qu'un des trois points A, B, C soit intérieur au 
segment OA,, OB, ou OC, correspondant, par exemple A et qu’un 
autre, par exemple B, soit extérieur au segment OB,. 

Alors les deux rotations ¢,R~' et ogR' sont de sens contraire. Le 
foyer de la série ¢, 24 est le centre de ¢, es oup,R '. Rog’, les deux 
rotations ¢, R~' et R o,' étant de même sens et centrées en w, et ws. 

Considérons un polygone convexe enveloppant les quatre points 
réels A,, B,, wz, og et soit / un segment de droite supérieur à son 
périmètre et par suite supérieur au segment w, 3 et à tous ceux qui 
joignent un point de A,w, à un point de B, «3. Construisons un 
triangle EFG dont le côté FG égale J. Si les amplitudes de ¢,R-' et 
de R;' sont en valeurs absolues inférieures aux angles F et G de ce 
triangle il est évident que le centre de exK-'.Rog' sera réel puisqu'il 
est le troisième sommet d’un triangle de base w,w3 et dont les angles 
en &, et 4 sont précisément les valeurs absolues de ces amplitudes. 

Or nous pouvons toujours considérer le segment Qe comme infé- 
rieur au segment xA, (il suffit de rapprocher si besoin Q, de Q). 


No ee 
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Comme dans un triangle les côtés et les angles opposés sont dans le 
même ordre de grandeur et que 


Quad. " (fig. 6), 
#5 

angle (w,e) amplitude de c,R-' est inférieur en valeur absolue à 
l'amplitude de R. De même dans le triangle analogue Q 5; l'amplitude 
de R, angle extérieur, est supérieure en valeur absolue à celle de Reg". 

Il suffira donc de prendre l’amplitude de R inférieure au plus petit 
des deux angles F et G pour que le foyer cherché soit réel et qu'il 
existe un réseau I contenant Sq, cu, ©. 

Examinons à présent les cas réservés où : 1° aucun des points A, B, C 
n'est sur le segment correspondant OA,, OB,, OC, ; 2° tous les trois 
s’y trouvent. 

Les seuls ordres possibles sont alors (') : 


Osta LOEB HOGG; 
AOA BO Bs, COG, 
OAs, (OB Be OCG, 


le premier n’étant d’ailleurs pas distinct du troisième. 

Si M, N, P sont respectivement les intersections de BC et B,C,, AC 
et A,C, AB et A, B,, ces trois points sont extérieurs au périmètre de 
chacun des deux triangles car par exemple dans les deux dernières 
dispositions la droite A, B,M n'ayant ni A, niB, sur le pourtour de 
ABC ne peut y avoir son troisème point. 

Si les trois points OAA, se présentent dans l’ordre où ils sont 
écrits, les deux triangles APN et OC,B, ont leurs sommets alignés 
deux à deux avec le point A, et le sommet A du premier est sur le 
segment A,Q, alors que le sommet P est extérieur au segment A, B,. 
Nous sommes donc ramenés au cas particulier résolu tout a l'heure 
avec toutefois cette variante que si les cotés homologues AP et OB,, 
AN et OC, se coupent aux points réels B et C, le côté B,C, coupe la 
droite BC en M et non pas le côté homologue PN. On pourrait ramener 
les deux autres cas à une figure analogue et nous pouvons désormais 
admettre que les trois rotations 9,, 53, 5. appartiennent à un même 


(!) En faisant au besoin jouer au second triangle, le rôle joué par le premier. 
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réseau I, mais l'hypothèse d'où nous sommes partis devra être gene- 
ralisée comme suit : 

Les côtés homologues AB et A,B,, BG et B,C,, AC et AGE 
coupent en trois points réels ou les côtés AB et A,B,, BC et B,C, 
se coupent en deux points réels P et M et le côté AC coupe la droite 
PM en un point réel N. 

Dans le premier cas il nous faut montrer que les trois intersections 
sont alignées, dans le second que A,C, passe par N. 


4° Diminuons si nécessaire l'amplitude de R,, et par suite celle de 
R (les trois points C, Q, Q, étant situés comme À ,%Q dans la figure 6), 
suffisamment pour que nous puissions admettre, en vertu du premier 
point de cette démonstration, qu'il passe un réseau I par cette rotation 
R, et chacune des séries de symétries AB, BC, AC. 


5* Si les trois couples de côtés homologues se coupent en trois 
points réels M, \, P : 

Les réseaux (R, AB) et (RA,B,) ont en commun la symétrie P qui 
appartient aux deux séries de symétries AB et A, B,, la rotation £, com- 
mune aux deux séries R, A et RA,, la rotation 2, commune aux deux 
séries R, B et RB,. La symétrie de centre P appartient donc à la série 
0,04, donc au réseau (5,24p.). De même pour les symétries de centres 
Met N. Ces trois symétries appartiennent donc à la série commune au 
réseau (o,046.) et au réseau des symétries, et leurs centres M, N et P 
sont alignés. 


6° Stiles côtés AB et A,B, se coupent en P, les côtés AC et A,C, 
en Net que le rôté BC coupe la droite PN en M, il faut montrer que 
B,C, passe aussi par M. Or, comme précédemment, les symétries de 
centres P et N, et par suite celle de centre M appartiennent a l’inter- 
section du réseau (p,632.) et du réseau des symétries. M étant sur la 
droite BC appartient de plus au réseau (RBC). Les deux réseaux (RBC) 
et (RB,C,) ont en commun la rotation 5, et la rotation o3, donc la série 
(2:93) qui appartenant par ailleurs aux réseaux (RBC) et (02049~) con- 
tient la symétrie M. Donc cette symétrie appartient au réseau (RB,C,) 
et la droite B,C, passe par M. 

Le théorème de Desargues est démontré et : si deux triangles ont 


* FRR’ 
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leurs sommets alignés deux a deux avec un point donné et si leurs côtés 
homologues se rencontrent, les trois intersections sont alignées. 

Cet énoncé restreint du théorème suffit pour établir que le plan con- 
sidéré peut être considéré comme plongé dans un espace à trois dimen- 
sions ('). 

De même cel énoncé permet de montrer l'existence de faisceaux de 
droites non concourantes jouissant des propriétés projectives des | 
droites concourantes. Trois droites appartiennent à un faisceau pro- 


Jectif (ou concourent idéalement dans le sens projectif), si elles 


oignent les sommets homologues de deux triangles dont les côtés se 
coupent en trois points alignés. 

Cette notion projective coincide-t-elle avec la notion de faisceaux de 
droites introduite ici d’une facon métrique ? 

Pour nous en rendre compte reprenons la démonstration du théo- 
rome de Desargues avec cette variante que le point O seul ne soit pas 
réel, c'est-à-dire que les droites AA,, BB,, CC, appartiennent à un 
faisceau métrique. Nous nous bornerons au cas où A est sur le segment 
OA, et où B est extérieur au segment OB,, ce qui suffira pour le but 
que nous nous proposons. La démonstration sera alors la méme-que 
celle donnée précédemment pourvu que nous puissions montrer que 
les réseaux (RAA,), CRBB,), (RCC,) contiennent tous une même série 
issue de R et dont la droite de support soit la droite issue de Q et 
appartenant au faisceau des trois droites AA,, BB, et CC,. 

Désignons par | le déplacement indirect dont le produit avec une 
rotation quelconque du réseau (R, AA, ) soit une symétrie axiale et 
par I, le déplacement indirect relatif au réseau (R, BB, ). 

Le premier point de la démonstration du théorème de Desargues 
montre que si &, est la perpendiculaire abatssée de Q sur AA, et si 
R=co, on a RI =’, s étant la perpendiculaire à ¢ élevée à cette 
droite en son intersection avec AA,. De même si a, est la perpendicu- 
laire abaissée de Q sur BB, et si R=¢,5, ona Rl, —v,, ©, étant la 
perpendiculaire élevée a, en son intersection avec BB,. La série com- 


(1) Cf. par exemple, Frédéric William Owens, The introduction of ideal ele 
ments and a new definition of projeclive n-space (Trans. Ameriean. Math. 
Society M, 2, april 1910, p. 141-170). 
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mune aux deux réseaux a pour foyer l'intersection des deux droites « 
ete. Cette série contenant la rotation R sa droite de support s'obtient 
en menant de Q la droite s qui passe par le foyer, puis la droite «7, 
telle que si, =R. 

En se reportant au raisonnement du bas de la page 368 on voit bien 
que «, concourt avec AA, et BB,, ce qu'il nous fallait établir. 

Ainsi : les notions métrique et projective de faisceaux de droites et 
de points idéaux coincident. 

[Cela était d'ailleurs presque évident pour les faisceaux de droites 
perpendiculaires à une droite donnée, deux triangles symétriques par 
rapport à cette droite étant deux triangles homologiques. En parti- 
culier si la somme des angles d'un triangle vaut deux droits, les 
« droites parallèles » sont concourantes au sens projectif. | 

Le théorème de Desargues permet de parler de points idéaux alignés : 
Si les côtés correspondants de deux triangles homologiques ne se 
coupent pas réellement, nous disons que les trois points idéaux de 
rencontre sont alignés idéalement (avec cette extension de la notion de 
droite toutes les droites se rencontrent). 

Soient w, ¢, « trois droites réelles d’un faisceau. Ce sont les média- 
trices des trois côtés d’un triangle, ABC par exemple, u étant la média- 
trice de AB, v celle de BC, s celle de CA. Par A il passe une droite «, 
du faisceau telle que uu, =¢w, par B une droite +, telle que ev, =u, 
par C une droite sv, telle que «a, = ue. En prenant un second triangle 
A'B'C’ ayant u, 6, «° pour médiatrices on retrouve donc les mêmes 
droites concourantes u,, 6,, ,. Ces deux triangles sont par suite 
homologiques et les points de concours de AB et A'B', BC et B'C', AC 
et A’C’, c'est-à-dire les pôles métriques de # de v et de « sont alignés 
idéalement. Ainsi : les pôles métriques de droites concourantes sont 
alignés. 

Hilbert, dans l'ouvrage déjà cité ('), établit le théorème de Pappus 
en s'appuyant sur un lemme dont nous avons donné une généralisation 
(page 368, note 1). Sa démonstration est done valable pour nous dans 
le cas où les deux droites de support des sommets alignés de l’hexa- 
gone se coupent en un point réel ayant pour polaire métrique la droite 


() Hitsert, Les principes fondamentaux de la Géométrie. 


VENT NE 
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idéale de jonction de deux points diagonaux principaux. Par projections 
successives nous pouvons affirmer qu ‘il est général et que les géomé- 
tries métriques étudiées sont pappusiennes. 

Toujours dans le même ouvrage Hilbert crée, en ne s appuyant que 
sur les axiomes d’association et ide aeration et sur les deux théo- 
rèmes de Desargues et de Pappus, un calcul segmentaire dans lequel 
sont possibles et douées des propriétés ordinaires l’addition, la sous- 
traction, la multiplication et la division. En prenant deux axes de coor- 
données l'équation d’une droite est alors ua + ey + w = 0, sauf pour 
une certaine droite choisie pour « droite à l'infini ». 

Si nous prenons pour origine un point réel, pour axes des x et des y 
deux droites rectangulaires et pour droite à l'infini la polaire métrique 
de l’origine, le calcul montre dans les cas qui nous intéressent : 


1° Qu'en plus des opérations élémentaires précédentes l'opération 
Va? + 6 est encore possible. 

2° Que l’on peut ramener purement et simplement le cas où la 
somme des angles d'un triangle égale deux droits a la géométrie eucli- 
dienne non archimédienne ('). 

3° Dans les autres cas tout point réel ou idéal de coordonnées x,, yo 
est le pôle d’une droite d’équation 


LL YYo—f =, 


le segment j étant positif lorsque la somme des angles d’un triangle 
est inférieure à deux droits, négatif lorsque cette somme dépasse deux 
droits. 

Tout déplacement est alors une homographie conservant cette 
polarité. 

Les géométries « non legendrienne », « elliptique » et « hyperbo- 
lique » de Dehn (*) sont des cas particuliers de ces géométries plus 


générales. 


(1) Cf. R. L. Moors. Geometry in wich the sum of the angles of every 
triangle is tworight angles (Transactions of the American Math. Saciety, 
vol. 8, n° 3, July 1907. p. 367). | 

2) Cf. Hivperr, Les principes fondamentaux de la Géométrie, appendice 
rédigé pour la version francaise, traduction Laugel. 
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LA DEFORMATION DES SYSTEMES CYCLIQUES 


Par M. P. VINCENSINI 


A. Ribaucour a montré, qu’étant donnée une congruence normale 
de courbes planes, cette congruence ne cesse de rester normale 
lorsqu'on déforme arbitrairement la surface enveloppe de ses x” plans, 
chaque plan tangent à l'enveloppe étant supposé entrainé dans la 
déformation et formant avec la courbe qu'il contient un système inva- 
riable. 

G. Darboux a étudié plus spécialement le cas où les courbes de la 
congruence sont des cercles (systèmes cycliques) et a trouvé une 
construction géométrique remarquable de tous les systèmes cycliques 


formés de cercles situés dans les plans tangents à une surface quel- 


conque, systèmes qui ne cessent de rester cycliques lorsqu'on déforme 
arbitrairement la surface conformément à la proposition de Ribaucour. 
La construction de Darboux est formulée dans l'énoncé suivant : 


A. Les svstèmes cyclrques formés de cercles situés dans les plans tan- 
gents à une surface donnée (S) | arbitrairement dé formables avec (S)], 
s'obtiennent en ensisageant une déformée arbitraire (Sy) de (S), en 
construisant les cercles d'intersection des plans tangents à (S,) avec une 
sphère fixe de rayon nul, puis en déformant (S,) de façon à l'amener 
sur(S). Les cercles ci-dessus, entrainés dans la dé formation, s'assemblent, 
lorsque (Sy) coincide avec (S), suivant Cun des systèmes cycliques 


: cherchés. 


D'une facon générale, nous dirons d'un système cyelique qu'il est 
arbitrairement déformable avec une surface déterminée (S), S'il est 
possible d'associer, en système invariable, chaque cercle du systéme 
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à un élément de contact de (S), de telle sorte que larsqu’on déforme (S) 
d'une facon quelconque, les différents cercles du système, entrainés 
dans la déformation, ne cessent de constituer un système cyclique. 

Tout système cyclique est arbitrairement déformable au moins d'une 
façon. | 

Il suffit d'associer chacun de ses cercles au plan qui le contient, et 
de prendre, conformément au théorème de Ribaucour, pour surface (S), 
la surface enveloppe de ses divers plans. 

Le problème que nous nous proposons de résoudre dans la première 
partie de ce travail est un cas particulier du suivant : 


Déterminer toutes les surfaces (S), telles qu’on puisse leur attacher des 
systèmes cycliques arbitrairement dé formables (au sens qui a été précisé 
plus haut), autres que ceux fournis par la construction (A) de Darboux. 


Nous n'avons pas, pour le moment, approfondi ce problème général, 
bien qu’il semble que les seules solutions soient celles auxquelles 
nous allons parvenir. Dans ce qui suit nous nous limitons au problème 
particulier suivant : 


Déterminer tous les systèmes cyliques formés de cercles situés dans des 
plans normaux à une surface (S) en ses différents points, ne cessant de 
rester cycliques lorsque (S) se déforme en entrainant ses divers plans tan- 
gents et par suite les différents plans normaux associés . | 


Un cas particulier de ce problème a été étudié par L. Bianchi ('). 
C'est celui où les cercles du système coupent normalement (S). 

Les surfaces (S) sont alors les surfaces applicables sur les surfaces 
de révolution, et les cercles des systèmes cycliques associés (qui 
dépendent d'une constante abritraire) sont situés dans les plans per- 
pendiculaires aux plans tangents le long des tangentes aux courbes 
transformées des méridiens. 

Le problème plus général que nous nous proposons conduit à ce 
résultat intéressant que les surfaces (S) auxquelles on puisse associer 


(*) L. Braxcut, Lesiont di geometria differensiale, t. U, p- 708. 


LE, < 
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des systèmes cycliques arbitrairement déformables formés de cercles 
situés dans x? de leurs plans normaux sont les surfaces applicables 
sur les surfaces de révolution. 

Les plans des cercles sont, comme dans le probléme de Bianchi, 
perpendiculaires aux plans tangents à (S) le long des tangentes aux 
transformées des méridiens. ; 

Les systèmes cycliques correspondant à une même surface (S) 
constituent une famille dépendant de deux constantes arbitraires. 
Les centres des cercles sont dans les plans tangents à (S). En fixant 
l’une des deux constantes on obtient æ' familles de æ' systèmes 
cycliques. Sur les +? trajectoires orthogonales des systèmes cycliques 
de l’une quelconque de ces familles les lignes de courbure se corres- 
pondent. Une particularisation très simple des constantes redonne 
immédiatement les systèmes étudiés par Bianchi. 

Dans la deuxième partie, nous étudions une déformation particulière 
de certains systèmes cycliques formés de cercles situés dans des plans 
passant par un point fixe. 

Dans un article du Bulletin des Sciences rater ('), nous 
avons établi que si l’on fait tourner chaque rayon d’une congruence 
d’Appell relative à un certain point O.(congruence de normales à 
enveloppée moyenne point O), autour de sa parallèle isssue de O, 
d’un angle constant «, on transforme la congruence en une autre 
congruence d’Appell relative au point O. Les congruences d’ Appell 
sont les seules congruences rectilignes normales restant normales si 
l'on fait tourner leurs rayons d’un angle constant autour de leurs 
parallèles issues d’un point fixe de l’espace. 

Le problème que nous nous proposons est une généralisation immé- 
diate du précédent, et consiste en la recherche de tous les systèmes 
cycliques formés de cercles situés dans des plans passant par un point 
fixe O, ne cessant de rester cycliques lorsqu'on fait tourner chaque 
cercle de l'angle constant x autour de la droite de son plan perpendi- 
culaire en O au diamètre passant par O. 

Analytiquement, la solution de ce probleme depend de l'équation 


(1) Les congruences de normales dans leurs relations avec les congrucnces 


à enveloppée moyenne donnée, 2° série, t. LIM, février 1929. 


OA oS 
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aux dérivées partielles du deuxième ordre : 


TL SE EN 


r,s, tayant les significations habituelles. 

Une famille de solutions particulières du problème (systèmes 
cycliques formés de cercles issus d’un point fixe O) s’obtient immé- 
diatement en transformant par inversion par rapport à O l’ensemble 
des congruences d’Appell relatives au point O. 

La solution la plus générale se déduit de ces solutions particulières 
par une construction géométrique très simple. A cette construction 
et à l’inversion près, on peut donc regarder le problème que nous 
nous sommes posé et le problème de M. Appell comme des problèmes 
équivalents. 

Ceci donne une même origine à l'équation rt —s?—1, et à celle 
dont dépendent les congruences d’Appell qui peut être mise sous la 
forme r +t—0o. 


PREMIÈRE PARTIE. 


I. Mise du problème en équations. — Supposons trouvé un système 
cyclique (C), arbitrairement déformable avec une certaine surface (S), 
les plans des différents cercles C du système étant normaux aux diffé- 
rents éléments de contact de (S) aux points correspondants. 

Le plan du cercle relatif au point M de (S) coupe le plan tangent 
en M suivant une certaine droite. A chaque point M de (S) correspond 
ainsi une tangente à (S). L'ensemble de ces tangentes forme une con- 
gruence rectiligne (PF) dont (S) est l’une des nappes focales. Rappor- 
tons (S) au système forme par les arêtes de rebroussement de l’une 
des familles de développables de (T°) (— const.), et leurs trajectoires 
orthogonales (#4 = const.) 

Son élément linéaire aura la forme 


ds= E du? + G dv*, 


Désignons par X,, Y,, Z, les cosinus directeurs-de la tangente à la 
courbe 6— const. au point M, par X,, Y,, Z, ceux de la tangente 
à la coarbe uw — const., par X,, Y,, Z, ceux de la normale en M 


a A 
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a(S), enfin par D, D’, D” les coefficients de la deuxième forme fonda- 
mentale de la surface 


— S dX,dx=D du?+ 2 D'du de + D'dv? 


[æ, y, 3 fonctions de u et de », sont les coordonnées du point courant 
sur (S)]. 
Pendant toute déformation de (S), les coefficients des deux formes 
ci-dessus ne cessent de vérifier les trois équations de Gauss-Codazzi : 
| DD’ D2 
EG 


0 =) 3 Die D: OVG , D'dyE_ 
du \ VE, dv Æ) VEG du Co va 
i " / F D 5 
a (DL) 9 (Dt) Dy oye, Dave 
dr \ VG du\ /G VEG dv . 
Enfin, rappelons les formules exprimant les dérivées des cosinus 
directeurs X,, Y,, ..., Z;, au moyen des cosinus eux-mêmes et des 


éléments des deux premières formes fondamentales, dontnous aurons 
à faire usage : 


— K (courbure), 


— 
2 
~~ 


8}. 


/ D Th « A 
hs Ex al x 
du VG dv \E u VG V 
ahs Li a D X;; 
du VE VG 
(2) x " 
OX, ot vGy Dy Ox, 1 OVG D x, 
ds Ne SL EE" < de VE di \ 
Ke Dy Diy 
de VE VG 


Si a et b sont les coordonnées du centre du cercle C du système 
cyclique envisagé situé dans le plan (X, X;) relatif au point M(a, wes) 
si o désigne le rayon de C et ¢ l’angle que fait le rayon aboutissant aun 
point quelconque du cercle avec l'axe X,; les coordonnées /, m du 
point envisagé dans le plan (X,, X;) sont: 

\ fa +p cost: 
ie) | m—b+psiné, 


a, b, © sont certaines fonctions des deux variables 4 et ©. 
5 ‘ 
Ann, Ee. Norm., (3), XLVIL — NovemBre 1930. 49 
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Les coordonnées Ë, n, ¢ du même point du cercle ( par rapport aux 
axes fixes sont 
| tE—a+/1X,+ mX;, 
(4) n=7 +lY;+mY;, 
| | C=2+/2,+ mZ,, 


Œ\: ro % dE LU 
T=8(5)> FES nn” | Ou’ Lis dt dv’ 


En posant : 


on sait que pour que l’ensemble des cercles (C) constitue un système 
cyclique, il faut et il suffit que la condition 


2 aU OV ON. oT .{ OT PDA y 
ie (3-5 )+0(5-5) + Gr) = 


soit identiquement satisfaite. 

En outre pour que le système soit arbitrairement déformable avec 
la surface (S) il faut que la condition (5) reste identiquement vérifiée 
lorsque les coefficients de la deuxième forme fondamentale D, D’, D’ 
varient en satisfaisant aux équations (1) de Gauss-Codazzi. 

T se détermine immédiatement. On trouve : 


T= 0. 
Calculons U : 
a < % dE ol Om dx Ot 0m OX, ey 
edo. =8(5;X.+ ae) (Ga © Bate dao) das del 
* al. . Ox = ol ‘ol Om om Om no SX, OX, 
Ot Ot Ot du : ot ou DR du 
En tenant compte de ce que 
> dx — 
Se = ia 
hy Paar a 


r 


ox : Te e 
en remplaçant == par son expression déduite des formules (2), / et 1 
par leurs expressions (3), on obtient : 


da Ob 
U=-=opsintyE — p Silt post + (9? + ap cost + bo sint) = 


Un calcul analogue donne pour V : 


"0d db . ; D’ 
V=— p sint— + 9 cost— + (0? + ao cost + bosint) —. 
Ov de : | ‘ VE : 
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Nous poserons : 
od 
vE 
D’ 
¥=P4+N—,) 
VE 


M, N, P ayant des expressions évidentes. 
La condition (5) s’écrit alors : 


OM Se0Py ON) D ON D° ON D 0 / D’ | 
T — — — +N] —( — | — |) 
ov Ou\ JF) |S. 
vy) 


| dé. du 5 ov VE Ou VE 
oP OT ON a 
at Ov Ot VE! 


D'après les formules (1) de Codazzi, on peut écrire : 


a/D dof DS oVG' DOVE 
Ov VE Ou VE 


_ VEG Ou M Er 
Si l'on tient compte de cette relation, on constate que les dérivées 
de D et de D’ disparaissent de la condition ci-dessus, qui s’écrit 
M OP ON D /N oyG_ ON ) D’ NOôVE 
= ae - a Wose— Serene = ye 
a or Ou a Ov Er Gre du Ou, VE G ov . 


u dpe ATEN | [Ts NAME ON D: | 
M Domain l due GE | 


En remplaçant T, } M, P, N par leurs expressions, on obtient apres 


un calcul qui ne présente aucune difficulté : 
HE Era È 7 
OO Ey er Lo} E Op da ; da 5 ee 


05 D 4 
— b— — + G)+ = ety 4, Ts ed Se 
| ? de Dr EG G LAS ‘9 a Ov . dv du = dr du 
peer (em rnb, mu ent, 
ov VE : \ EG Gort du os Ov Ou 


f Oa / db\ D 2 RE + Oa 

3 Ager 2 de VE VEG du VE du VE Ou 
0” OVE Eee da db da Ob rai 

a pate dune 08 Ou 


av G G uo Ome . À oe ta) 


La forme linéaire en sint, cost, de l'équation (6), montre que pour 
qu’elle soit identiquement vérifiée, il faut et il suffit que les coefficients 
de sinz, de cost, et le terme indépendant de ¢ soientidentiquement nuls. 
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Les trois conditions auxquelles on est ainsi conduit sont toutes les - 
trois de la forme : 


(7) aD + 6D'+ yD’+0=0, 


où x, 8, y, © sont des fonctions des deux variables u et + qui déter- 
minent un point quelconque de la surface inconnue (S). 

On sait qu’une relation linéaire de la forme (7) ne peut étre vérifiée 
pour toutes les déformations de (S) sans se réduire a une identité. 

Les conditions qui expriment que le systéme cyclique (C) envisagé 
est arbitrairement deformable avec (S) s’obtiennent donc en annulant 
les coefficients des trois formes linéaires en D, D’, D” qui constituent 
les coefficients de sint et de cost, et le terme indépendant de ¢ dans 
(6). On obtient ainsi le systeme des douze équations aux inconnues 
a, b, 0, E, G: f 


(8) ba; — 0, 
(9) al (p¥G)=o 
Ou 
à OVE _ 
(10) bp = Où 
Op = do da da do 
a ONE Ou do Ou — 
(12) a =o, 
(131) o+ a5 2(PVG) 0 
VEG du : 
(14) ap Y= =0; 
(15) Op db _dpodb 
du dv de du : 
da 0b 
6) Le bore. 
(1 sgt +b a == i, 


hae a/G re da db 
VC Pour Soe 


OVE 
(18) 0 ee =o, 
= Ob da Ob da Ob 
19) 1e tes DE RC Dé een es 
(19 deus Ga oui desde ARs : 
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IT. Résolution du système peers — L’éq uation (18) donne immé- 
_diatement : 


=O, 


OVE 
Mo Ef(u) 


En changeant le paramètre on peut supposer E — 1. 

(10) et (14) sont vérifiées en mème temps que (18). (12) donne, 
soit a— 0, soit p— f(u). 

On ne peut avoir a = o d’après (13), par suite : 


p=f(u), 


Dans ces conditions (8) est vérifiée; (9) montre que : ou bien 


ou bien 


On ne peut avoir i (oV¥G) = 0 d’après (13), donc : 
b=0, 


Alors (16) prouve que a= f(u), (11) est vérifiée, et le système à 
résoudre se réduit au système des deux équations suivantes : 


(13) + à 2 (eva G)=o, 
op OVG da fan 
(17) JG yn AG A= % 


où a, p et G sont des fonctions à déterminer, les deux premières ne 


dépendant que de . 
(17) peut s’écrire : 


(a ge +a) 
d = du 0 : ; 
Ah log(/G= pe % log U (U — fonction de u seu 


On en déduit : 
VG= V.U (V = fonction de # seul). 
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Moyennant un changement de paramètre s, on peut prendre V= 1. 
L'élément linéaire de (S) a alors la forme 


ds? = du? + G(u) ds?, 


caractéristique des surfaces applicables sur les surfaces de révolution 
rapportées aux transformées des parallèles et des méridiens. 

(S) est donc nécessairement applicable sur une surface de révolution 
et les courbes » = const., dont les tangentes sont les droites suivant 
lesquelles les plans des cercles des systèmes cycliques arbitrairement 
déformables cherchés coupent les plans tangents correspondant à (S), 
sont les transformées des méridiens. 

Il est d’ailleurs facile de voir qu’à toute surface (S) applicable sur 
une surface de révolution, on peut avacher x* systèmes eycliques du 
genre étudié. 

Il suffit d'intégrer le système (13), (17), où G est une fonction con- 
nue dew. 

L'intégration ne présente pas de difficulté et conduit aux expressions 
suivantes de a et deo: 


ee 
hi le Lacs a 


où A et uv. sont deux constantes arbitraires. 
Ainsi : 


(20) 


Les seules surfaces solutions du probleme que nous nous sommes 
posé sont les surfaces applicables sur les surfaces de révolution, et a 
chaque surface de cette espèce on peut attacher +? systèmes cycliques 
arbitratrement déformables définies par les formules (20). 


SIA — 0, on à a — . Les cercles des systèmes cycliques correspon- 
dants sont normaux à (s). Les systèmes cycliques obtenus sont ceux 
étudiés par Bianchi (loc. cit). 


Il. Surfaces orthogonales aux systèmes cycliques obtenus. — Les + 
systèmes cycliques formés de cercles normaux à (S), correspondant à 


pe Ade RNA 
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la valeur zéro du paramètre A, jouissent comme on sait de cette pro- 
priété importante : 


Sur les ©? sur faces orthogonales les lignes de courbure se correspondent. 


Nous nous proposons d'établir que cette propriété s'applique, non 


systèmes correspondant à une valeur fixe quelconque du paramètre 2. 

Envisageons dans la famille définie par les formules (20) un sys- 
tème epee aps à des valeurs déterminées quelconques 
de 2 et de wu. Sur les æ' surfaces orthogonales aux cercles de ce sys- 
teme les lignes de courbure se See nondent Cherchons les lignes de 
la surface (S) correspondant aux lignes de courbure des o' surfaces 


orthogonales ci-dessfs. | 
Nous utiliserons à cet effet le théorème connu suivant : 


La congruence rectiligne formée par les axes des cercles d'un système 
cyclique quelconque (1) a ses développables réelles, et ces développables 
correspondent aux lignes de courbure des surfaces orthogonales aux 


cercles. . 
L’axe du cercle (C) défini par les équations (20) a pour équations : 
EL x+aX, + lX,. 
Yor+ay,+/Y,, 
Sa s+aZ,+ (Zs; 


xz, y, 3 sont les coordonnées du point M de (S) auquel correspond le 


cercle (C), a l’abscisse de son centre donnée par la premiere des équa- 
tions (20), lun paramètre arbitraire. 

Soit / un point de l’axe précédent d’abscisse / (u, © 

Nous obtiendrons les développables de la congruence des axes des 
cercles du système (C) en exprimant que eue u et © varient, le 
déplacement du point I s’effectue suivant la direction de l’axe, et a par 
suite pour paramètres directeurs X:, Y,, Zo. 

Les composantes du déplacement en question sont : 

AX = dx + da, + a dX,+ dlX,+ l dX;, 


dy = dy + daY, + a dY, + diY,+ 1 dY,, 
d5 — d: + da Z, ad Z, +dlLs+ ldby. 
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Écrivons que ¢ ces composantes sont proportionnelles à X,, V5, Z3 
nous obtenons les relations 


a3 dx + daX,+adX,4+ldX, dy +daY,+adY,+ldY, 
oe RECS F INR ee RIE 


_ dz + dal,+adzZ,+ ! dZ, 
5 TURES eS Te PRR 


Multipliant successivement les deux termes de chacun des rapports 
(21) par X,, Y,, Z,; X:, Y:, Z; et ajoutant, on obtient les deux 


relations : 
SX, dx + da + (SX,dX,= Ge À 


aSX,dX, + ISX,dX,—v, 
qui s’écrivent, en observant que, d’après les forfhules (2) du n° 1: 
; I 
a= ance fie RE DX, Jas, 
u 


14 


RES Ed ing 
vG VG 


dyG ) 
a ee dy, 


- sous la forme suivante : 


oy G 
du 


we 0 


| du + da — 1 
(22) 1 
¢(Ddu + D'dv) + VG (D'du + D'de)— 0. 


L'élimination de / entre les deux équations (22)conduit à l'équation 
définissant les lignes cherchées sur (S). 
En tenant compte de la valeur (20) de a, et après suppression du 


facteur |p — EV ee «|, on trouve : 


(23) D'du + [D"— G(1+2G)D]du de — G(1 + AG)D'det=o. 


On constate, à titre de vérification, que si À = o, auquel cas (S) est 
l’une des surfaces orthogonales aux cercles du système comme nous 
l'avons déjà fait observer, (23) n’est autre chose que |’ équation des 
lignes de courbure de (S) : 


du Gdv 


24) == 
(24 Ddu + D'de D'du + D'de Ms 
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 L'équation (23), ne renfermant pas u, met en évidence le résultat 
énoncé au débat de ce paragraphe : 


Les x' systèmes cycliques correspondant à une valeur déterminée de >. 
et aux x! valeurs possibles de y. sont tels que, sur leurs x? surfaces ortho- 
gonales, les lignes de courbure, qui ont toutes pour image sur (S) le sys- 
téme défini par (23), se correspondent, la correspondance ne cessant de 
subsister lorsqu'on déforme (S) de façon quelconque. 


= | a 4 P | N 
Le rapport - ne dépend pas de u. Les æ' cercles des æ' systèmes 
p 


cycliques correspondant à une même valeur de À, situés dans le plan 
normal correspondant à un point quelconque M de (S), constituent 
une famille homothétique, le centre d’homothétie étant M. 


IV. Cas particulier des systèmes cycliques dégénérés (congruences de 
normales). — Reprenons les formules (20) définissant les systèmes 
cycliques arbitrairement déformables de l'espèce étudiée attachés à 
une surface applicable sur une surface de révolution : 


S'en [Vel 
ele LV Se | 


et cherchons, à partir de ces tits les systèmes cycliques dégé- 
nérés (congruences de normales) arbitrairement déformables avec(S ). 
Pour que les formules (20) représentent une droite, il estnécessaire 


que uw. = oc. 
Pour que la droite soit située à distance finie, il faut, comme ons’en 
rend compte immédiatement, ee a— soit fini. 


On a : 


Ji AG 
(25) = [af VE au] PES |: 
a 1G 
a —cest fini si AS sn l’est. 
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‘On peut écrire cette expression: ‘ 
__ AVG 
2 Nec 


On voit ainsi apparaître la nécessité de lier & à par la relation. 
aS (K— const.). 


Pour obtenir les congruences rectilignes normales arbitrairement 
~ déformables avec (S), incluses dans les systèmes cycliques généraux 


(20), il suffit de poser 1 = . puis de faire tendre A vers zéro. 


L’abscisse du point I où le rayon d’ une telle congruence perce. le 
plan tangent correspondant en M a (S) est la limite ie a — o lorsque 
A> 0. 

On obtient d’après (25) et (26) : 

MI— lim(a— pr By G=my G; 
A=0 = . 
m étant une constante arbitraire. 

Les congruences rectilignes normales qui viennent d’être détermi- 
nées, que nous appellerons pour abréger congruences (N), sont les 
seules congruences normales formées de droites perpendiculaires aux 
plans tangents à une surface (S) applicable sur une surface de 
révolution, arbitrairement déformables avec (S). 

Il est d’ailleurs facile d'établir que les seules surfaces auxquelles on 
puisse attacher des congruences (N) arbitrairement déformables for- 
mées de droites perpendiculaires aux plans tangents, sont les surfaces 
applicables sur les surfaces de révolution. 

Si (S) est à courbure totale constante, l’ensemble des con- 
gruences (N) qui dans le cas général est x! devient æ*. 


Construction des congruences (N) attachées à une surface applicable 
sur une surface de révolution. 


d’axe A d'une surface (S) d’élément linéaire : 


mée de révolution 


ds = du Ga) die, 
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u étant l’are de méridien compté à partir d’un parallèle fixe et el’angle 
d’un plan méridien quelconque avec un plan méridien origine. 

M étant un point quelconque de (2), de coordonnées (u, ¢), VG est sa 
distance à l’axe A. 

La distance MI, comptée sur la tangente au méridien, du point M 
au point où le rayon d’une congruence (N) attachée à (Z) coupe 
le plan tangent en M, étant comme on l’a vu plus haut »mÿG, on voit 
que : 

Su sur la tangente en chaque point M de (2) au méridien passant par M, 
on porte une longueur MI proportionnelle à la distance du point à l'axe 
de révolution, et st l’on élève au point 1 ainsi obtenu la perpendiculaire 


au plan tangent à la surface, on obtient la congruence (N) la plus géné- 
rale arbitrairement dé formable avec (=). 


Si MI est prise égale à la distance de M à l’axe A, la perpendiculaire 
au plan tangent en M au point I coupe A en l’un de ses points d’inter- 
section aveé la sphère inscrite à (2) le long du parallèle du point M. 

On déduit simplement de cette remarque que : 


St l’on regarde (Z) comme l'enveloppe d’une famille de sphères ayant 
leurs centres sur A, st l’on fait rouler (2) sur une sur face applicable quel- 
conque (S), et si l’on abaisse à chaque instant de l’un des points où la 
sphère inscrite à (X) passant par le point de contact coupe A la perpendi- 
culaire au plan de contact, on obtient une congruence normale (N) arbi- 
trairement déformable avec (S). 


Toutes les autres congruences (N) attachées à (S) s’obtiennent 

. æ ? / . \ 
d'ailleurs en remplaçant dans l’énoncé ei-dessus chaque sphere 
inscrite par une sphère concentrique les rayons de deux pete asso- 


ciées quelconques étant en rapport constant. 
Dans le cas particulier où (S) est à courbure totale constante posi- 


meh on peut prendre pour (=) une sphère de rayon R. Les diffé- 
rentes congruences (N) attachées à (2) s’obtiennent alors en abaissant 
d’un point ive quelconque de l'espace les perpendiculaires aux difle- 


rents plans tangents. 
26 


tive 
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Il en résulte que : 


Les différentes congruences (N) attachées à (S) s'obtiennent en faisant 
rouler (Z) sur (S) de façon que les deux sur faces soient constamment en 
contact par deux points homologues dans une application déterminée 
des deux surfaces l’une sur l'autre, et en abaissant à chaque instant, 
d’un point quelconque EEE mEnt lié à (£), la perpendiculaire sur le 
plan de contact. 


Cette dernière proposition se rattache à la suivante établie par 
G. Darboux (Théorie des Surfaces, t. IV, p. 125 § 938) : 


Si d’un point invariablement lié à une surface (2) qui roule sur une 
surface applicable (S) on abaisse la perpendiculaire sur le plan de 
contact, la droite obtenue engendre une congruence dont les dévelop- 
pables correspondent au système conjugué commun à (x) et a(S). 


Dans le cas qui nous occupe, on peut ajouter que la congruence Ci- 
dessus de Darboux est normale; en outre (2) étant une ‘phar’ les 
courbes du système conjugué commun sont, sur (S), les lignes de 
courbure. : 

On peut donc énoncer cette propriété des «* congruences (N) atta- 
chées à (S) : 


Sur ces æ° congruences normales les développables se correspondent et 
correspondent aux lignes de courbure de (S). 


Il est facile d'étendre ce résultat aux æ' congruences (N) attachées 
à une surface applicable sur une surface de révolution quelconque. 

Nous avons vu que si l’on fixe À et si l’on donne à y. toutes les 

raleurs possibles, les æ' systèmes cycliques (20) jouissent de cette 
propriété que sur leurs +? trajectoires orthogonales les lignes de cour- 
bure se correspondent. 


ares Ye a 4 pr F 
Si l'on pose p= = (K = constante arbitraire) et si l’on fait tendre 


À vers zéro la propriété subsiste. A la limite les æ' systèmes cycliques 
ci-dessus deviennent les &' congruences (N) correspondant aux diffé- 
rentes valeurs de m. Sur les oo trajectoires orthogonales de ces 
x' congruences (N) les lignes de courbure se cornée 


Be 
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Les normales à (S) constituant une congruence (N) particulière 
(m = 0), on voit, ce qui résulte aussi de l'équation (23) où À —o, que 
les lignes de courbure des o? surfaces orthogonales aux rayons des 
æ' congruences (N) attachées à (S), correspondent aux lignes de cour- 
bure de (S). 

Cette proposition fournit æ' solutions du problème de la recherche 
des surfaces (£) admettant même représentation sphérique pour leurs 
lignes de courbure qu'une surface quelconque (S) applicable sur une 
surface de révolution (nous ne considérons pas comme distinctes les 
solutions formées de surfaces parallèles) ('). On obtient ces solutions 
en prenant les surfaces orthogonales aux oo’ congruences (N) attachées 
ES) pee 

Si (S) est à courbure totale constante, le nombre des solutions du : 
problème qui vient d’être mentionné s’éléve à «’. 

Le cas où (S) est à courbure totale constante positive est particuliè- 
rement intéressant. Les surfaces (2) orthogonales aux différentes con- 
gruences (N) attachées à (S) sont alors autant de surfaces admettant 
une déformation finie dans laquelle le réseau des lignes de courbure 
reste de courbure (?). 

Si l’on suppose les géodésiques connues sur (S) et l’élément linéaire 


mis sous la forme 
ds?= du? + sin°« de’, 


la détermination des surfaces (2) s'achève, comme il est facile de le 
constater, par la quadrature 


[Veo au + D’dv). 


La quantité sous le signe f est une différentielle totale exacte en 


vertu des formules de Codazzi. 
On peut d’ailleurs, dans ce dernier cas doubler le nombre æ* des 


surfaces attachées a (S) se correspondant avec correspondance de 


(1) Voir G. Dargoux, Théorie des Surfaces, t. IV, § VIT. 
(2) Voir par exemple B. GauBier. Applicabilité des surfaces étudiée au 
point de vue fini, fasc. XXXI du Mémorial des Sciences mathématiques. 


398 P. VINCENSINI. 


leurs lignes de courbure par l'introduction de la transformée d’Hazzi- 
dakis (S,) de (S). 

Nous n’insisterons pas davantage sur des problèmes analogues de 
représentation sphérique relatifs aux surfaces applicables sur les sur- 
faces de révolution pour lesquels la considération des congruences (N) 
entraîne la connaissance de æ' solutions nouvelles. Signalons simple- 
ment ce résultat : ; 


La connaissance d’une dé formée de surface de révolution (S), admet- 
tant un système de lignes de courbure planes, entraine celle d'une infinité 
. d'autres surfaces jouissant de la méme propriété | les surfaces orthogo- 
nales aux æ' congruences (N) attachées à (S)]. 


Le fait, que la propriété que possèdent les développables des cc! 
congruences (N), relatives à une même surface (S) de se correspondre, 
se conserve lorsqu'on déforme (S), présente lui aussi un certain 
intérêt. 

G. Darboux (') a montré que : 


St deux droites parallèles engendrent des congruences sur lesquelles les 
développables se correspondent, et si (X) est l'enveloppe de leur plan, les 
deux droites ne cessent d’engendrer des congruences sur lesquelles les 
développables se correspondent lorsque (2) se déforme en les entrainant. 

Pour les congruences (N) attachées à une même surface (S), il 
existe, en dehors de la déformation envisagée par Darboux de la sur- 
face (£) enveloppe des plans contenant les rayons homologues (para- 
lèles) des différentes congruencés (N), une autre déformation intéres- 
sante au cours de laquelle les développables des congruences (N) en 
question ne cessent de se correspondre. 

Cette autre déformation est celle de la surface (S) elle-même (*). 


V. Sur une propriété des congruences (NY. — Les congruences nor- 


(1) Vorr G. Darsoux, Théorie des Surfaces, t. IV, po 13a. 

(*) Pour d’autres congruences engendrées par des droites parallèles sur 
lesquelles les développables ne cessent de se correspondre au cours d’une défor- 
mation convenable, voir G. Darsoux, t. IV, p. 127. L'intérêt de nos con- 
gruences (N) tient à ce qu'elles restent normales au cours de la déformation 
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males (N) attachées & une surface quelconque applicable sur une 
surface (S) de révolution jouissent de la propriété suivante : 


Le produit des distances des deux foyers situés sur un méme rayon, au 
plan tangent correspondant à (S), est invariant au cours de toute dé for- 
mation de (S). 


Cette proposition présente un intérêt particulier dans le cas où (S) 
est une surface pseudosphérique. Elle permet de relier, de façon 
simple, les congruences (N) au problème de la transformation des 
surfaces à courbure totale constante négative en surfaces du même 
type. Nous nous placerons à ce point de vue dans un autre Mémoire. 

Désignons par I le point où un rayon quelconque d’une con- 
gruence (N) coupe le plan tangent au point correspondant M(x, y, 3) 
de (S). 

l est situé (vorr n° IV), sur la tangente à la transformée de méridien 
passant par M (v = const.) à une distance MI de M telle que : 


MI — m\/G (m constante arbitraire ). 


Si P est un point quelconque du rayon envisagé, et si l'on pose 


= IP, 


les coordonnées &, 4, 5 du point P sont :. 


Cen Se Ta \G X,+ p»X:;, 
Yor+m MONT, 
S =5 + mY GL, pZa: 


On obtient les développables des congruences (N) correspondant aux 

diverses valeurs de m en déterminant la fonction w(u,+) de façon 

que le déplacement du point P soit tangent au rayon correspondant. 
Le calcul ne présente aucune difficulté. En écrivant que 


ax FE M 


RL 


» 


multipliant les deux termes de chaque rapport successivement par 


oan 
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X,, Yi, Zi5 Xo, Yo, Zo, et ajoutant, en tenant compte des formules (2 2) 
. du n° I, on obtient le systeme 


(rem un) du — p D'dr =o, 


avG ro dae 
du eG f 


= pD'du + G (à +m 


En éliminant y. entre les deux équations du système, on obtient 
l'équation différentielle des lignes de courbure de (S), ce qui établit 
à nouveau le résultat obtenu au n° IV d'après lequel, sur les <? sur- 
faces orthogonales aux æ' congruences (N) attachées à (S) les lignes 
de courbure se correspondent. 


: PE Etes AB att : ae i é 
Si l’on élimine +, on obtient l'équation aux abscisses des foyers 


situés sur le rayon (u, ¢), comptées à partir du point I où le rayon 
perce le plan tangent correspondant à (S). 

On trouve, tous calculs faits, en tenant compte de l’expression de 
‘la courbure totale K donnée par les formules (1) du n° I, et en intro- 
ED’+GD | 

EG 


x hea À aVvG 2VG 110 
(E) Kyu en (iim ey Ja+ (im ao ) — 0. 


Le produit des racines de l'équation (E), ne dépendant pour une 
congruence (N) déterminée (m donné) que de l'élément linéaire 
de (S), reste bien constant au cours de toute déformation de (S)comme 
on l'avait annoncé. 


Si Ko, et si l'on porte sur le rayon N de part et d'autre de I des 


duisant également la courbure moyenne H = — 


longueurs égales à » on obtient deux points A et B décri- 


vant deux surfaces (A) el (B). 

Les différentes cordes AB que ces surfaces déterminent sur (N): 
divisent harmoniquement les différents segments focaux de la con- 
gruence, et cette propriété se conserve Peace (S) se déforme en 
entrainant les points des surfaces (A) et (B), ces points étant consi- 


derés comme invariablement liés aux éléments de contact correspon- 
dants de (S). 


> 


r 


‘ 


4 
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Si la courbure moyenne H reste constante au cours de la déforma- 
tion de (S), de sorte qu'il s’agisse de la déformation a un paramétre de 
Bonnet-Lie des surfaces de révolution à courbure moyenne constante, 
les deux racines y, et u, de l'équation (E) ne dépendent, séparément, 
que de l’élément linéaire de (S). ; 

Les différents foyers de (N) restent alors ineariablement liés aux 
éléments de contact correspondants de (S), et l’on peut énoncer ce 
résultat : 


Dans la déformation de Bonnet-Lie des sur faces de révolution à cour- 
bure moyenne constante, les surfaces focales des différentes con- 
gruences (N) restent surfaces focales des congruences (N) successives st 
l’on suppose leurs points invariablement liés aux éléments de contact 
correspondants. j 


. Les æ' congruences (N), correspondant à une même valeur de m 
que la déformation de Bonnet-Lie ci-dessus associe, sent telles que 
sur æ!' ravons homologues, les segments focaux sont égaux. 

Pour ces congruences (N) particulières, on vient de mettre en évi- 
dence une transformation à un paramètre (déformation de la surface à 
courbure moyenne constante à laquelle les congruences sont attachées), 


: : T y 
conservant a la fois, l’angle (2) des plans focaux, et les longueurs des 


segments focaux. 

Le cas où H = o (déformation continue des surfaces minima appli- 
cables sur des surfaces de révolution) est particulièrement intéressant. 
Il existe alors une transformation des congruences (N) conservant, 
outre les longueurs des segments focaux et langle (2) des plans 


‘ Ne 
focaux, la direction des différents rayons. 

Observons que les congruences (N) attachées aux surfaces 
minima (J) ci dessus, appartiennent à la famille des congruences 
normales ne cessant d’admettre (3€) pour enveloppée moyenne au 
cours de la déformation continue dont (3€) est susceptible ('). 


(1) J'ai étudié les congruences jouissant de la propriété indiquée dans un 
article du Bulletin des Sciences mathématiques : Sur les surfaces mirona, 
mars 1929. 

Ann. Fe. Norm., (3), XLVIL — DECEMBRE 1Y30. 


Jt 
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VI. Systèmes cycliques arbitrairement dé  formables attachés aux sure. 
faces développables. — Supposons que (S) soit une surface dévelop- 
pable. Envisageons sur (S) un système formé de lignes géodésiques 
paralléles orthogonales (w= const., “ = const.), de sorte que l'élé- 
ment linéaire prenne la forme 


ds? = du? + ds*. 


Les expressions (20) de a et de p du n° II deviennent ici : 


— Lt j x d EE 
avira |a—f À ]=vr eu, 
o VI+A 


Posons 


on obtient : 


VA p—=K(l—u), + 


+ 


let K sont deux constantes arbitraires. 
On constate sur les équations (27) que : 


St, conservant le plan et le centre d’un cercle quelconque d’un système 
cyclique (C) de l’espèce étudiée attaché à (S), on multiplie son rayon 
par un nombre constant, on obtient un autre système cyclique (concen- 
trique) de la mème espèce. 


La construction des systèmes cycliques (C) est extrèmement simple, 
et résulte immédiatement des formules (27). Nous nous bornerons à 
l'énoncer : 

Sur la surface (S) envisageons un système orthogonal formé de lignes 
géodésiques parallèles (x) et (B). Soient 8, une courbe particulière 
du système (B); y la développante d'une courbe quelconque « issue 
du point où « coupe B,. Pour avoir un système cyclique (C) attaché 
à (S), il suffit de tracer dans les plans osculateurs aux courbes (x) 
des cercles ayant pour centres les points correspondants de la déve- 
loppante y, les rayons de ces cercles étant proportionnels à la portion 
de tangente à « limitée au point de contact et à la développante. 
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En faisant varier le coefficient de phe pertionaalite, la courbe B,, et 
le système (x) (B) de départ, on obtient tous les systèmes cycliques (C) 
(en nombre æ*) attachés a(S). 

Notons que nous venons incidemment de mettre en évidence une 
infinité de solutions de ce problème : 

Déterminer les systèmes cycliques tels, qu’en soumettant chaque 
cercle du système à une homothétie de rapport déterminé quelconque 
par rapport à son centre, on obtienne un autre système cyclique. 

Les congruences des axes des cercles des systèmes cycliques ci- 
dessus (congruences rectilignes cycliques) appartiennent à la famille 
des congruences fois cycliques étudiées en détail par Ribaucour, 
C. Guichard et Bianchi ('). 


VII. Cas des surfaces (S) à courbure totale constante. — Au n° IV 
nous avons indiqué une construction géométrique intéressante des 
congruences (N) attachées à une surface applicable sur une surface 
de révolution quelconque. Dans le paragraphe précédent nous 
avons vu que les systèmes cycliques qui font l’objet de notre étude, 
relatifs aux surfaces développables, sont susceptibles d’une construc- 
tion très simple. Il semble assez difficile d'interpréter géométrique- 
ment les formules (20) du n° II, de façon à en déduire une construc- 
tion des systèmes cycliques généraux étudiés, relatifs à une surface 
applicable sur une surface quelconque de révolution. 

A cet égard, le cas des surfaces à courbure totale constante présente 
un certain intérêt. 

En se limitant au cas des systèmes cycliques normaux aux déformées 
des surfaces à courbure totale constante, on peut obtenir des construc- 
tions très simples de ces systèmes. 


Surfaces à courbure totale constante positive. — Envisageons une 
surface (S) à courbure totale constante positive, que sans nuire à la 


(‘) Voir, par exemple, C. Guicaarp, Les systèmes cycliques et les systèmes, 
orthogonaux (Annales de l'École Normale supérieure, 1897, 1898, 1903 ).ou 


L. Brancat, Geometria differensiale, t. Il, p. 251. 
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généralité nous pouvons prendre égale à +1, d’élément linéaire ; 


ds? = du? + sin°« ds”. 


. Avec les notations du n° II, les systèmes cycliques (C) normaux à 
(S) arbitrairement déformables avec (S) sont définis par les formules 


I 
AG lef 


Le paramètre ? est nul dans le cas actuel. 

Considérons la sphère (S,) de rayon 1, et appliquons (S) sur (S,). 

Les différents systemes (C), entrainés dans la déformation de (S), 
deviennent des systèmes cycliques orthogonaux a (S, ). 

Étudions la configuration du système (C) correspondant à une valeur 


ui 


Ga | pein. + cotu. 
sine 
\ 


Fig. 1. 


déterminée de y. Il suffit de voir comment sont disposés les cercles 
du système dans un plan méridien quelconque de (S,) (fig. 1). 


ee 
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Soit T le centre du cercle du systeme (C), normal en M a(S,), 


i + cotu. 
sind 


Projetons le contour (OMT) en OH sur le diamètre Oz, nous trouvons : 


du — "10; 


OH ne dépendant pas du cercle envisagé, on voit que tous les cercles 
du système (C), situés dans le plan méridien considéré, ont leurs 
centres alignés sur la perpendiculaire menée de H à Os, et constituent 
par suite un faisceau d’axe radical Os. 

Le système (C) s'obtient par rotation de ce faisceau autour de Oz. 

Pour avoir les différents systèmes (C) correspondant aux différentes 
valeurs de u, il suffit de déplacer la droite HT parallèlement à elle- 
même. 

Cela étant, placons (S,) sur (S) de façon que M soit sur son homo- 
logue dans l'application, les éléments linéaires homologues étant 
confondus dans le plan de contact. 

MT se placera suivant la tangente à la transformée.du méridien 
de M, et le centre T se trouvera à l'intersection de cette tangente avec 
la perpendiculaire en H au diamètre Oz de (S,). 

Le cercle de centre T peut évidemment être défini comme passant 
par M et ayant pour axe l'intersection du plan de contact de (S) et 
de (S,) avec le plan perpendiculaire en H au diamètre Os de (S,). 

La sphère (S,) roulant sur (S) en entrainant le diamètre Oz et le 
plan (x) perpendiculaire à Oz en H [(S,), O= et (7) forment une figure 
invariable |, les cercles passant par les différents points de contact et 
ayant pour axes les intersections des différentes positions de (x) avec 
le plan de contact correspondant constituent un système cyclique (C) 
de l'espèce étudiée. 

En faisant varier le plan (=) invariablement lié à (S,), on obtient 
tous les systèmes cycliques normaux à (S,) arbitrairement déformables 
avec (S). 

Ainsi : 


Les différents systèmes (C) normaux à une sur face (S) à courbure totale 
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constante positive a arbitrairement déformables avec (S) s’obtiennent 
en faisant rouler sur (S) une sphère de rayon R et en construisant les 
cercles passant par les points de contact successifs et ayant pour axes les 
intersections d’un plan invariablement lié à la sphère avec les plans de 


contact. 


Le résultat qui vient d’être énoncé peut être présenté sous une 
forme légèrement différente. 

Envisageons un cercle quelconque del’un des systèmes (C)attachés 
à (S). Le cercle qui lui correspond après la déformation de (S) en 
(S,) passe par deux points fixes w, w’ (/ig. 1), réels ou imaginaires, 
du diamètre Oz de (S,), conjugués par rapport à la sphère, et l’on voit 
que : 


Pour obtenir le système cyclique le plus général orthogonal à (S) arbr- 
tratrement déformable avec (S), tl suffit d’attacher à une sphère (S,) de 
même rayon que(S), un diamètre quelconque, de prendre sur ce diamètre 
un couple quelconque de points w, w' conjugués par rapport à (S,), puis 
de aire rouler (S,) sur (S) en construisant pour chaque position de (S,) 
le cercle déterminé par le point de contact et les deux points w, w”. 


Ayant égard à la première des deux constructions qui viennent 
d’être indiquées, on retrouve dans le cas particulier des surfaces à 
courbure totale constante positive la conclusion générale suivante de 
G. Darboux ('): 


«Si une surface (S,) roule sur une surface applicable (S), les 
différentes droites coplanaires, intersections du plan de contact avec 
les différents plans invariablement liés à (S,), engendrent des con- 
gruences sur lesquelles les développables se correspondent. » 


Dans le cas où (S) est à courbure totale constante positive et (S,) 
une sphère de même rayon, les différents plans invariablement liés 
à (S), qui interviennent dans la première construction ci-dessus 
indiquée, engendrent des congruences sur lesquelles les développables 
se correspondent et correspondent toutes aux lignes de courbure de(S). 


(') G. Darnoux, Théorie des Surfaces, t. IN, p. 135. 
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Dans le cas général envisagé par G. Darboux, les congruences à 


rayons homologues coplanaires dont il vient d’être question ne sont 


pas des congruences cycliques arbitrairement dé formables avec (S). 

Les congruences particulières attachées aux surfaces à courbure 
totale constante positive que nous venons de signaler jouissent au 
contraire de cette intéressante propriété. 


Sur face à courbure totale constante négative. —Si l’on rapporte une 
telle surface (S) au système des géodésiques passant par un même point 
à l'infini (¢ — const.) et à leurs trajectoires orthogonales (u—const.), 
l'élément linéaire se présente sous la forme : 


ds? = du? + e?t dy? 


(nous supposons la courbure égale à —1). 
En faisant À — o dans les formules (20) du n° IT, on trouve pour le 
cas actuel : 
TENTE UC 


Appliquons la surface (S ) considérée sur la pseudo-sphère (S,) de 
même rayon, et voyons comment viennent se disposer les cercles des 
systèmes cycliques correspondant aux diverses valeurs de u.. 

Il suffit d'étudier la configuration des cercles du système (C) cor- 
respondant à une valeur quelconque dev, dans un plan méridien 
quelconque de (S,) (/ig. 2). 

Soit T le centre du cercle du système (C) normal en Ma(S,). Ona 


NT er. 


Soit OH la projection du contour (OMT) sur ox 


Ol = Proj. ON + Proj. MT, 


on On 


soit: 


OH =e" + e" (=r pe) = p= const. 


Dans le plan de la figure (2), les centres des cercles ( sont alignés 
(comme dans le cas des surfaces à courbure constante positive), sur 


une parallèle A à l'axe de la pseudo-sphère. 
Les centres des différents cercles du système cyclique envisagé, 
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relatif à la pseudo-sphère, sont disposés sur un cylindre de révolution 
de rayon ayant l’asymptote pour axe. 

De là résulte la construction suivante des différents systèmes 
cycliques arbitrairement déformables normaux à une surface à cour- 
bure totale constante négative : 

Faisons rouler sur une telle surface (S) la figure: formée par une 


Fig. 2. 


pseudo-sphère de mème courbure totale et un cylindre de révolution 
coaxial. Le plan déterminé par le point de contact et l’asymptote coupe 
le cylindre suivant deux génératrices. Le cercle du plan précédent 
passant par le point de contact et ayant pour centre le point où l’une 
des deux génératrices ci-dessus coupe le plan de contact engendre, 
pendant le roulement, le système cyclique arbitrairement déformable 
le plus général normal à (S). 

Le cas où 1—0o nous ramène aux systèmes cycliques de rayon 
constant de Ribaucour et Bianchi, au moyen desquels on fait corres- 
pondre à une surface quelconque à courbure totale constante négative 
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: 
caprl æ' autres surfaces de même courbure. Ces æ' surfaces sont les’ 


‘surfaces orthogonales aux cercles du système cyclique de rayon a 
attaché a(S). 

Ayant égard aux systèmes (C) dégénérés [congruences (N) du 
n° TV |, nous ferons observer que les æ' congruences de cette nature 
attachées à une surface pseudo-sphérique quelconque, jouissent de la 
double propriété d'être cycliques et normales, ainsi que cela résulte du 
théorème suivant ('): 


Les congruences rectilignes normales et cycliques sont les congruences 
des normales aux surfaces ayant même image sphérique pour leurs lignes 
de courbure que les sur faces pseudo-sphériques. 


DEUXIÈME PARTIE. 


Le problème que nous proposons de résoudre dans cette deuxième 
partie est le suivant : 

Rechercher tous les systèmes cycliques formés de cercles dont les 
plans passent par un point fixe O, ne cessant de rester cycliques, lors- 
qu'on fait tourner chaque cercle autour de la perpendiculaire menée 
dans son plan au diamètre issu de O, d’un angle constant arbitraire. 


1. Mise du problème en équations. — Prenons le point fixe 0 comme 
origine d’un système d’axes rectangulaires fixes O (x, y, 5). Atta- 
chons au cercle générateur de l’un des systèmes cycliques cherchés, 

1a , 1 4 Ae Ate ir! A ania lp 1e f 
un trièdre mobile O (Ë, n, ©), OË étant dirigé suivant le diamètre du 
“cercle issu de O, Ov suivant la perpendiculaire en O au plan du 
é à ‘ . Fr 
cercle, OZ suivant la normale dans ce même plan à O£. : 

Fixons la position du trièdre mobile par les trois angles d’Kuler : 

Y angle de précision, 9 angle de nutation, 9 angle de rotation 


propre. 


(1) L. Brancm, Géométria différensiale, t. I, p. 255. 
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: . . ‘a LA 
Les cosinus directeurs x, 3, y; «”, 8", y’ de OË et de Of relative- 
ment aux axes fixes ont pour expressions : 


2 —cusu cos — cos sing sind, 


3 — cos9sin + cosÿ sing cos), 
y =sin§ sing: 

z"— sin§ sind. 

B"— — sin cos, 


y= 095. 


Les coordonnées d'un point quelconque M du cercle générateur du 
système cyclique, par rapport aux axes mobiles sont 


2 =A + post, ie *=psint, 
aétant l’abscisse du centre, ¢ le rayon, ¢ l'angle du rayon aboutissant 


au point M avec O£. 
Les coordonnées de M par rapport aux axes fixes sont: 


soit en remplacant @’, 3", ..., y” par leurs expressions en fonction des 
angles d'Euler, eten tenant compte des expressions de £ et de Z, 


w= (cosy cos) -- cos% sin z sin Ljia + ecost) + osin9sin Ysind, 
ve ceosy sin) + cos@ sing cos )(a + 5 cost) — osing cos) sind, 
ol ‘ ‘ 1 


sa sin9sino(a + ocosl) + 6 cos sini: 


), ©, L sont des fonctions de deux variables indépendantes # et ¢, 
ainsi que a et 2. 

Nous supposerons que les deux variables soient o et L, et nous 
poserons 


5? cg | {NE Yq: 


dans ces conditions 4 sera une certaine fonction de uv et de °, de mème 
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is 


que aeto. Nous écrirons donc : 


«= (cosu cose — cos§sinw sin ”)(a + 9 cost) + osin§ sin ¢ sing, 
Y= (cos sin ¢ + cos sinu cost )}( a + 5 cost) — 9 sin9 cose sint, 


s=sin§ sinu(a + p cost) + 9 cos sin ‘he 


Pour que le système de cercles envisagé soit cyclique, il faut et il 
suffit, comme nous l'avons dit dans la première partie, que si l’on 


pose: 
dx \? ; Or Ox ’ Ox Ox 
= — |; =ÆS— — See 
LE s( à) RE dt du’ : Ot dv 
la condition 
,/ aU ON \ _ [OV OT “ON. FR TES 
x i ( Ov Ou ) me ( ot = : : ee a = 


soit identiquement vérifiée. 

En outre, pour que le système cyclique puisse être déformé confor- 
mément à l’énoncé du problème, la relation (1) doit rester identi- 
quement vérifiée si l’on remplace w par u + à (x = const. arbitraire). 
Formons la condition (1). Des calculs simples donnent : 


De, 
U F 24 vie 90 
—-— hp ne - 4 Cost) sinu — 
0 sin an Fim ONO! TE cost) ae 
700 : 
Nie nad oo Hopper a.cost)| sin — sinfcos ue 
den "Ov / 


En tenant compte de ces valeurs deT, U, V, (x) s'écrit : 


Ou Ov du On 


{00°05 do di ; sin’) af if 
a — —--—~— ~— —0S 
3 OP Oe 0W® « 


i E Oo do oe | : 
: : sind 


4 ; 05 OD sar ie ae + 
2) d +(9cos4 moon nn) COS cost 
| ( 


: du Ou di 
( (ida 99 da 09 ) See: 
+[ AE dé de du ï 
\ Og 09 CRT da | 


sin 4 


La forme linéaire en sin, cost, de (2), montre que pour que la 
condition soit identiquement vérifiée, les fonctions a, 5, D de wet © 


2.4 
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doivent vérifier le système suivant : 


res omg tt ene 


du Or du ov — 


a( 05 = dp 98 = psinf) sine 


du dr ‘dv du 
06 Op 04 Le 
(3) / + a(acoss5, — Si sin n9— 95 Joos == 0. 
se a —o? sin 9) sin u 
“\ Ou de Ov Ou 
+ pteosh — 9 —asin ace COS It = 0. 


Pour tes systèmes cycliques particuliers que nous avons en vue, les 
équations du système (3) doigent rester vérifiées lorsqu'on remplace uw 
par u + x (x constante arbitraire). 

Cela exige, comme on s'en rend compte immédiatement, que les 
liients de sin u et de cos u, dans les deux dernières équations, 
soient nuls. 


En définitive. les systèmes cycliques cherchés s'obtiendront par la 
peorevion du système : 


ve : Qu dp Aa Oa _ 
, du a “Da de 
s ‘Oo 06 de 04 re BE 
(5) een ee DD = 0 
bai Ov Ov du Les sj 4 
| 05 Op 04 
(A) ¢ (6) a peasy — DE sing — 9") —o. 
} | i Ou On oO, 
ar da 99 da OG ) SE à 
Audi: Le, dr POE LE © 
ne 04 05 da 
iN) D COSÿ -- 6? — A sind os 
Ou “ Ov Ou 
I. Résolution du système (A). — Si a=o (cercles concentriques), 
le système (A) se réduit a: 
0° sing — 0. 
als L 529 04 
COS D —— 
" Ou dv . 


La premiére équation donne §=o, et pour cette valeur de 4 la 
deuxième est vérifiée. 


Mis: | 
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On obtient la solution, évidente à priori, constituée par x? cercles 
concentriques ayant un diamètre sur une droite fixe Oz. Les surfaces 
orthogonales aux æ*? cercles sont les cones de révolution de sommet O 
et d’axe Oz. Nous supposerons dans la suite a £ o. 

Multiplions les deux nombres de (6) par p, ceux de (8) par a el 
retranchons membre à membre, nous obtenons: 


Si sin 6 = 0, le système (A) se réduit à l'unique équation (4), qui 
fournit les systèmes cycliques obtenus en envisageant une famille 
arbitraire à un paramètre de cercles situés dans un plan passant 
par Oz centrés sur une perpendiculaire à Oz, et en faisant tourner le 
plan autour de Oz. Cette solution était évidente à priori. 

Supposons donc sin 0 £o. Alors: 


da | Oo 


l-— — G -— —=O, 
du ” On 
et par suite: 
(9) . ee pia fle). 


Nous envisageons deux cas suivant que f (+) est ellectivement 
fonction dev ou se réduit à une simple constante. 

Supposons d’abord que f (¢) soit effectivement fonction de +. 
L'équation (4) montre que a et 9 sont fonctions l’un de l'autre, et (9) 
que-a et ¢ sont séparément fonctions de +, l'une de ces deux fonctions 
pouvant d’ailleurs se réduire à une constante. 

Les équations (5) et(7) donnent, après multiplication de (5) par 


| - et soustraction, 
( 


eae (1) 


da 05 \ 05 
© 


de 4 ae } du 


On ne peut avoir 


puisqu'on suppose a?—¢*=f(«). Il faut done que 


1 OUV): 
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(6) montre alors que 9 est une constante, et (5) ou (7) que 
sinÜ— 0, ce qui est contraire à l'hypothèse sin 0 0. 
On ne peut donc pas avoir 


a— e?= f(r) 
Envisageons maintenant le cas où a*—¢? est une constante. 


Posons: 
(10) a*— p?=K. 


D'après ce qui précède, le système (A) se réduit aux équations 
(10), (5), (6), et (7). Mais on voit immédiatement que (7) est con- 
séquence de (5), de sorte que le système (A) se réduit au système 
des trois équations 


(10) p= 
| Op 09 do 06 : 
(By | GP | do Pl TS 
FLOU. a 
(12) p cost + no sin 9 Pa =0 


(11) et (12) déterminent's et 0 en fonction de uw et +, après quoi (10) 
donne a. 

Les deux dernières équations (B)ne renferment pas K. Il en 
résulte que si par un procédé quelconque, on peut déterminer les 
systèmes cycliques de l'espèce étudiée correspondant & une valeur 
déterminée du paramètre K (K =o par exemple), on en fera dériver 
tous les autres par l'équation (10), d’une interprétation géométrique 
d’ailleurs fort simple. 

Nous reviendrons un peu plus loin sur ce point de vue. Pour l'instant 
nous allons montrer que le système [(11)-(12)] se ramène à l'inté- 
gration de l'équation aux dérivées partielles du deuxième ordre : 


rt— 8 —=1, 
our, s,¢ sont les notations habituelles de Monge. 
L’équation (12) peut s'écrire : 


oO ‘sin @ \ 00 
ja ( se à Ov 


sin ~~ sing’ 


0 
i 
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yu a 1 9 I g 
Du LT ep |= ae Liostans | 


Cette dernière égalité prouve que l’on peut poser  , 


soit : 


sin Ÿ 0® 
: == SS! Op? 
(13) a eo 
i. 8 Op 
tang— = dy? 
2 


® étant une certaine fonction à déterminer de wu et de «. 
Pour déterminer ®, on tire p et 0 du système (13) et l'on remplace 
2 et 8 par les expressions trouvées dans (11). On obtient facilement 


: 2 1 
MRSS Soper ee ae. 
ne Iie 4 ch 
> I 
Oe ad Ng Oh ie 
ae pee iu) en 


En portant dans (11), celle-ci devient apres un calcul facile : 


2D 9° / Pw i 


Oe. ov RTL LMI 
soit, en posant | : 
JDE La! FEVER VOD iPS 
ae eo a eae 
(14) Pilg SP Se 


Telle est l'équation du deuxième ordre dont dépendent les systèmes 
cycliques cherchés. 

Toute intégrale ® de cette équation détermine x' systèmes cycliques 
de l'espèce étudiée, définis par les formules 


' up 
>, 0D 
e % ch — 
du 
(19) { 
(a — +h (K = constante arbitraire). 
2 0® 
| 00 ch? — 


- 
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III. Détermination des systèmes cycliques étudiés. — L’équation (14) 
ne diffère que par le signe du second membre de celle (rt — s? ——1) 
que l’on rencontre dans la théorie mécanique de la chaleur. Pour ce. 
qui concerne son intégration, nous renvoyons aux Leçons sur les 
équations aux dérivées partielles du deuxième ordre de M. E. Goursat, 
nous bornant ici à noter la signification géométrique que lui attribue 
le problème sur les systèmes cycliques qui nous occupe. 

A cette signification géométrique on peut d’ailleurs joindre la sui- 
vante : (14) est l'équation des surfaces telles que la courbure totale en 
un point quelconque soit Fe y étant l’angle de la normale avec une 
droite fixe. 

Plutôt que de poursuivre analytiquement la détermination des sys- 
tèmes cycliques cherchés, nous allons, développant une remarque 
faite un peu plus haut, effectuer cette détermination géométriquement 
en rattachant le problème à un problème résolu par M. P. Appell. 

Donnons à la constante arbitraire K la valeur zéro. On a alors 


a*— D: 


Les systèmes cycliques correspondants sont formés de cercles 
passant par le point fixe O. 

Soumettons ces systèmes particuliers à une inversion de pôle O et 
de puissance quelconque; nous obtenons une famille de congruences 
de normales. 

Ces congruences jouissent évidemment de la propriété dont jouissent 
les systèmes cycliques inverses : 


St l’on fait tourner chaque rayon de l'une quelconque de ces con- 
gruences d'un angle constant autour de sa parallèle issue de O, on trans- 
forme la congruence en une autre congruence normale. 


Nous avons établi (‘) que les seules congruences normales jouissant 
de la propriété énoncée sont les congruences. d’Appell (normales a 
enveloppée moyenne point) relatives au point O. 

LS FPS re de Re RON Bs LOU 


1 . 1 
(') Les congruences de normales dans leurs relations avec les congruences @ 
enveloppée moyenne donnée (Bulletin des Sciences mathématiques, février 1929). 


ey ee 
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De la résulte la construction suivante des systèmes cycliques de 
l'espèce étudiée formés de cercles passant par O : 


\ 


Pour avoir tous ces systèmes, il suffit de transformer par inversion 
l'ensemble des congruences d'Appell relatives au point O. 


Il nous reste maintenant à montrer comment on obtiendra tous les 
systèmes cycliques qui font l’objet de la présente étude. À 

Ils se déduisent des systèmes cycliques particuliers inverses des 
congruences normales d’Appell, par une construction géométrique 
très simple, conséquence immédiate de la relation (10). 

Envisageons l'un quelconque des systèmes cycliques définis par les 
formules (15), correspondant à une valeur déterminée du paramètre K. 
Le rayon ¢ du cercle générateur est une certaine fonction des deux 
variables wu et ». Désignons par (C,) ce système. Associons à (C,) le sys- 
teme (C,) correspondant a K = 0, dont le rayon du cercle générateur a 
la même expression p(u, «) que pour (C;). Soit (T,) un cercle quel- 
conque de (C, ), (I) le cercle correspondant de (C,). 

La puissance de O par rapport à (I) est manifestement K [vorr 
l’équation (10)]. Portons sur la tangente en O à (I, ), de part et d'autre 
de O, OI = OJ = Vv —K (Let J sont réels ou imaginaires). (F,) est égal 
a (T,) et passe par Let J. On peut donc dire :- 

(C). — Les différents cercles du système (C,) s'obtiennent en déplaçant 


chaque cercle du système (C,) par translation le long du diamètre passant 
par O, jusqu’à ce qu'il coupe la tangente en O aux points | et J tels que 


O1= 0j =) —K. ; 


Notons que tous les cercles d’un système (C;) sont orthogonaux à 
la sphère de centre O et de rayon VK si K est positif, et coupent la 


sphère de centre O et de rayon VIK| en deux points diamétralement 


opposés si K est négatif. 

Le problème que nous nous étions posé est résolu : 

Les différents systèmes cycliques de l'espèce étudiée dérivent des con- 
gruences d’ Appell relatives à O (qui constituent d'ailleurs des solutions 
particulières), par une inversion de pôle O suivie de l'opération géomé- 
trique (€). 
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Les équations des systèmes cycliques (C,) peuvent se déduire sim- 
_plement des équations définissant les congruences d’Appell. 
Si X(u, +), Y, Z sont les cosinus directeurs d’un rayon quelconque N 
d’une congruence d’Appell relative à l’origine O des coordonnées, et 
si a, y, = sont les coordonnées de la projection I de O sur N, ona('): 


(16) @=A(M, X}__. v= SCM, ¥),) . 2 = A(MG 2), 
A étant le paramètre différentiel mixte du premier ordre relatif au ds? 
de la représentation sphérique de la congruence :: 


ds? =S dX? —E du? + 2F du de + Gde?, 


et M(u,+) une solution de l'équation 


A;M=o, 


A, M étant le paramètre différentiel du second ordre de M. 
Le cercle inverse de (N), dans une inversion de pôle O et de puis- 
sance 2A, a pour rayon : 


À i. 
Co ‘ms 


OI VSTAGM,X)E 


En introduisant le paramètre du premier ordre de M, on peut écrire : 


es fy 
Se \ A,M 


Le cerele déduit du précédent par l’opération (€) est détini dans le 


plan OIN par 
TE i 
= 5 Oe je eae 6 | 
V A,M me Saat 


(a est l’abscisse du centre sur OL, c le rayon, K une constante). 
Les coordonnées d’un point quelconque du cercle ci-dessus, par 


() Bulletin des Sciences mathématiques, février 1929. 
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=~ 


19 


rapport aux axes fixes, ont pour expressions : 


ire (VKA,M + 722+ cost) A(M, X) , AN sing 
| . AE | Van 


—— 
mm S 
ll || 


test Pangle du rayon aboutissant au point envisagé avec OI. 

Les équations (17) où M est une solution quelconque de A,M =o 
définissent les systèmes cycliques étudiés. 

Si M est une fonction arbitraire de u et de +, et non plus une solu- 
tion de A,M =o, la congruence (16) est la congruence rectiligne nor- 
male la plus générale, et les formules (17) où K — o représentent le 
système cyclique le plus général formé de cercles issus de O. 

J'ai établi, dans l’article cité plus haut du Bulletin des Sciences mathé- 
matiques, que si l’on fait tourner chaque rayon de la congruence nor- 
male la plus générale, de go° autour de sa parallèle issue d’un point 
fixe quelconque O, on obtient la congruence la plus générale admet- 
tant pour enveloppée moyenne le point O. 

De cette remarque et de ce qui précède, résulte une solution géomé- 
trique simple du problème de la détermination des congruences de 
cercles, issus d’un point fixe O, et touchant les deux nappes focalesen 
deux points équidistants du point O. 


‘Pour obtenir la congruence de l'espèce indiquée, la plus générale, on 
se donne une surface quelconque, on trans forme par inversion le système 
de ses normales, enfin on fait tourner chacun des cercles obtenus de 90° 


autour de sa tangente en O. 


Comme exemple simple, citons lacongruence (de révolution) formée 
des cercles issus d’un point O et tangents à deux surfaces de révolution, 
de même axe passant par O, symétriques par rapport à O. 

Les systèmes cycliques formés de cercles issus d’un point O et tan- 
gents aux deux nappes focales en deux points équidistants du point O 
sont les inverses des congruences d’Appell relatives au point O. Ceux 
d’entre eux qui sont de révolution (l'axe passant nécessairement par QO) > 
ont pour nappes focales les surfaces engendrées par deux cardioides 
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quelconques ayant méme axe de symétrie 4, meme point de rebrousse-- 


ment O et des dispositions différentes, tournant autour de A. 

Si les deux cardioides ci-dessus sont égales, on peut donner une 
définition géométrique intéressante des faces de la famille de Lamé 
associée aux cercles du système. La définition se déduit par inversion 
de celle des surfaces orthogonales aux congruences normales à sur- 
face moyenne plane et à foyers associés équidistants d'un point du 
plan moyen et de la normale au plan en ce point, que j'ai donnée dans 
un précédent Mémoire ('). Je me borne à l'indiquer : 

On obtientunesurface génératrice de la famille de Lamé en question, 
en prenant l'enveloppe d’un tore de cercle de gorge nul fixe O, tournant 
autour d’une perpendiculaire en O à son axe, la variation du rayon ¢ 
du cercle générateur étant inversement proportionnelle à celle de 


l’angle de rotation A(¢ = Sr 


NOTE 


SUR LA DÉTERMIMATION DES CORRESPONDANCES PAR AIRES CONSTANTES 
ENTRE DEUX POINTS D'UNE SPHERE. 


Les correspondances ponctuelles sur une sphère, avec égalité des 
aires homologues, ont été l’objet d’un certain nombre d’études. 

Dans ses Leçons de Géométrie différentielle, L. Bianchi indique que le 
problème de la détermination des correspondances par aires constantes 
entre deux points d’une sphère est identique à celui dé la recherche 
des congruences à enveloppée moyenne point. 

Dans le Mémoire des Annales de Toulouse, cité plus haut, j'ai montré 
comment on pouvait oblenir toutes les correspondances par aires cons- 
tantes sur la sphère en introduisant une surface arbitraire. 


TRES ss 
() Sur trois types de congruences rectilignes (Annales de la Faculté des 


sciences de Toulouse, 1927. §18). 
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M. R. Bricard, dans un article des Nouvelles Annales de Mathéma- 
tiques : Sur le mouvement à deux paramètres autour d'un point fixe 
(juin 1925), a montré qu’à tout mouvement (M:) à deux paramètres 
autour d’un point fixe, on peut faire correspondre une correspondance 
par aires constantes sur une sphère et a posé la ‘question de savoir si 
toute correspondance de cette nature peut être rattachée à un certain 
mouvement M, autour d’un point fixe. 
Cette question a été résolue par M. E. Cartan, dans. un article du 
même recueil : Sur le. mouvement à deux paramètres (novembre 1925). 
M. E. Cartan a montré, en utilisant la méthode du trièdre mobile, 
qu’étant donnée une correspondance ponctuelle avec conservation des 
aires sur une sphere, il existe une infinité de mouvements à deux para- 
mètres fournissant cette correspondance. 
Le théorème relatif à la construction des congruences à enveloppée 
moyenne, point que j'ai signalé au numéro précédent, fournit une . 
construction géométrique très simple de toutes les correspondances 
par aires constantes entre deux points d’une sphère, que je me 
permets de signaler : 


Pour obtenir une telle correspondance sur une sphère de centre O, ul 
suffit de se donner une surface quelconque et de faire tourner chacune 
de ses normales de 90° autour de sa parallèle issue de O. 


Les droites obtenues déterminent sur la sphère deux systèmes de 
points se correspondant avec égalité des aires. 

En adoptant la convention de signe indiquée par M: Vessiot (‘) dans 
ses Leçons de Géométrie supérieure, le rapport de deux éléments d’aire 
homologues fournis par la construction qui vient d’être indiquée est 
positif. Pour avoir toutes les correspondances pour lesquelles le rap- 
port est négatil, il suffit de remplacer l'un des deux systèmes de points 
ci-dessus déterminés par son symétrique parrapport à un plan diamétral 
quelconque de la sphere. 

De la construction qui vient d’être indiquée, on déduit immédiate- 
ment la construction curieuse suivante d’une infinité de conteurs fermés 


(!) Lecons de Géométrie supérieure, p. 191. 
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tracés sur une sphère (S)de centre O et partageant (S) en deux aires 
équivalentes. 


Donnons-nous une portion régulière de surface (X), dont toutes Sis 
normales coupent (S). Envisageons les normales à (£) tangentes à (S), 
- touchant (S) le long d’une courbe fermée (C). Faisons tourner chaque 
point de (C) de 90°, dans un sens déterminé autour de la normale corres- 
pondant à (X). Nous obtenons une nouvelle courbe fermée œ ) tracée 
sur (S). (1) détermine sur (S) deux aires équu ES 


En faisant varier (=), on obtient sur (S) autant de courbes que l'on 
veut divisant l’aire de (S) en deux parties équivalentes. 

Si l'on se donne à priori la courbe (C) sur (S), et que l'on envisage 
les normales à (C) tangentes à (S), ces droites constituent une surface 
réglée limitant une infinité de portions de congruences normales. 


La courbe (I), correspondant à (C), s'obtient, en portant sur tous les 
grands cercles tangents à (C), à partir des points de contact, et dans le 
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méme sens, des longueurs égales à — |R = rayon de (S)]. 


On retrouve ain$i, comme cas particulier de la construction générale 
ci-dessus indiquée, une propriété donnée par M. R. Bricard dans un 
article des Nouvelles Annales : Sur les aires et les courbes supplémen- 
taires en géométrie sphérique (novembre 1924), auquel nous renvoyons 
pour une étude précise de la question. 
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